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САРСУХАН

Китоби мазкур аз руи «Барномаи геометрия барои синфхои 10- 
11» (2011), ки онро Вазорати маорифи Ч,умхурии Точикистон хамчун 
барномаи таълимии давраи гузариш ба мактаби 12-сола маъкул донис- 
тааст, бо назардошти Консепсияи миллии маълумот, талаботи 
Стандарта давлатии маълумот аз математика, навишта шудааст. 
Амалан мундаричаи китоб аз доираи барномаи геометрия васеътар 
буда, кариб тамоми маводи таълимиро аз фанни геометрия барои 
синфи 10-уми мактабхои тамоили табиию риёзй дар бар мегирад. 
Китобро инчунин дар гимназияхо, литсейхо ва литсейхои муштарак ба 
сифати китоби дарсй низ истифода кардан мумкин аст.

Китоб аз 7 параграф иборат аст. Дар параграфхои 1-4-и он 
аксиомахои стереометрия ва алокаи онхо бо аксиомахои планиметрия, 
чойгиршавии байнихамдигарии нуктахо, хатхои рост ва хамворихо, 
тавсифхои гуногуни ин чойгиршавихо ва алокаи байни онхо 
(параллелй; перпендикулярй; масофаи байни нуктахо, хатхои рост, 
хамворихо; алокаи байни муносибатхои параллелй ва перпендикулярй; 
кунчи байни хатхои рост ва хамворихо) баён карда шудааст. Ин мавод 
як кисми ибтидои стереометрияро ташкил дода, кисми душворфахми 
геометрияи мактабй аст. Душвориаш дар он зохир мегардад, ки дарки 
мафхумхо, тасвияхо ва исботи онхо сатхи баланди тасаввуроти фазогй 
доштанро талаб карда, масъалахояш асосан хисобй нестанд. Яъне 
халли масъалахо аз сохтанхо ва исботхо иборат мебошад.

Мувофики методологияи таълими хозира, ки дар мактабхои 
Точикистон амал мекунад, дар китоб параллелй ва перпендикулярии 
хатхои рост на хамчоя, балки дар алохидагй муоина карда мешавад. Бо 
ибораи дигар, кисми аффиннии ибтидои стереометрия (геометрияи 
параллелй ва буриши хатхои рост бо хамворихо) аз кисми метрикии он 
(геометрияи перпендикулярй, масофахо ва кунчхо) чудо карда шудааст. 
Х,ангоми чунин чудокунй методхои халли масъалахои аффиннй аз 
метрикй фахмотар ва дастрас мегарданд. Дигар ин ки хангоми баёни 
масъалахои стереометрй маводи планиметрие, ки барои дарк кардани 
он зарур аст хотирнишон карда мешавад. Бар замми ин дар китоб ба 
монандии (шабохати) маводи хар ду кисми геометрия диккати махсус 
дода мешавад.

Дар параграфхои 5-6 чунин мафхумхо ба монанди координата- 
хои нукта, масофаи байни ду нукта, координатаи буриш ва чойгир­
шавии ду хати рост, табдилдихй, вектор, дарозии вектор, зарби адад 
бар вектор, зарби скалярии векторхо ва гайрахо, ки онхо дар синфи
8 дар хамворй дохил ва омухта шуда буданд, дар фазо пахн карда ме- 
шаванд.

Дар параграфи 7 дойр ба бисёрруяхо маълумоти ибтидой оварда 
мешавад. Пункти 20-и ин параграф маводи дар пункта 3-и параграфи 1 
бударо пурра мекунад. Тарзи хисобй масохат хои сатхи пахлуй ва пур- 
ра, инчунин хачми чисмхои одитарини геометрй ба мисли призма,
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паралелепипед, куб ва пирамида дар хамин ной баён карда шудааст. 
Мувофики барномаи давраи гузариш омузиши буришхо дар 
бисёрруяхо ба синфи 11 гузаронида мешавад. Бинобар ин дар 
мактабхои тахсилоти умумй (на дар тамоилии табий -  риёзй) назарияи 
буришхоро дар аввал аз мадци назар сокит кардан мункин аст.

Кисми назарявии хар як пункт бо саволхои назоратй ба охир ме- 
расад. Ба максади нишон до дани татбики назария дар хар як пункт, 
гайр аз пункти 1, халли якчанд масъала оварда мешавад. Масъалахои 
барои халли мустакилона пешбинй шуда, дар хар як пункт микдоран 
каме зиёданд, бинобар ин на хар талаба барои халли хамаи онхо фур- 
сат меёбад. Ба ин саъй кардан хам лозим нест. Пиндошта мешавад, ки
бо назардошти кобилият вазифаи хонагй фардй хохад буд. 
Масъалахое, ки халлашон каме мураккаб аст бо аломати* нишона 
шудаанд.

Х,ар як пункт бо масъалахо барои такрор ба охир мерасад. 
Масъалахои стереометрии ин кием бо истифодаи назарияи пунктхои 
пешина хал мешаванд. Масъалахои планиметрй чун коида шабохати 
стереометриро надоранд. Ин масъалахоро бо максади фаромуш нашу- 
дани маводи синфхои 7-9 ва тайёрй ба олимпиадахо ва имтихонхои дар 
пеш буда пешниход кардаем.

Яке аз талаботхои Стандарти давлатии маълумоти умумй дар 
Точикистон донистани осори илмии ниёгон аст. Бо хамин макеад дар 
китоб маълумоти мухтасари таърихй оварда шудааст, ки дар он ба 
натичахои чандин нобигахои илми Шарк, алалхусус Осиёи Марказй 
дойр ба параллелй ва перпендикулярй дар хамворй ва фазо дикжати 
асосй дода мешавад. Мавчуд будани чунин мавод ба хонанда аз 
умумибашарй будани натичахои илмй гувохй дода, боиси дарки ифти- 
хор ва хештаншиносии у мегарданд.

Сохтори китоб айнан сохтори китобхои дарсии чопшудаи «Ал­
гебрами синфхои 7-11-ро мемонад. Ягонагии сохтори китобхои дарсии 
фанхои алгебраю геометрия омухтани математикаро осонтар мекунад.

Х,ангоми навиштани китоб чунин китобхои дарей ва методй, ба 
мисли «Геометрия, 7-11» (муал. А.В. Погорелов, 1991), «Геометрия в 9 
классе» (муал. А.Н. Земляков, 1988), «Элементарная геометрия» (муал. 
А.П. Киселев, 1980), «Геометрия для 9-10 классов» (муал. Александров 
А.Д. ва диг., 1988), «Элементарная геометрия» (муал. А.Г. Болтянский, 
1985), «Сборник задач по геометрии для 9-10 классов» (муал. В.А. Гу­
сев ва диг., 1977), «История математики в школе: 9-10 классы» (муал. 
Г.И. Глейзер, 1983), ки онхоро нашриёти «Просвещение»-и Маскав чоп 
кардааст, истифода шудаанд. Баъзе масъалахои барои мустакилона хал 
кардан пешниходшуда ва чор масъалаи халшуда, ки дар халли онхо 
пахлухои маводи назариявй нихоят назаррасанд, яъне характерноканд, 
(масалан, масъалаи 2-и пункти 12), аз хамин китобхо гирифта шуда­
анд. Ин мумкин аст, чунки китоби дарей маводи таълимй-методй аст, 
на илмй.

Муаллиф
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§1. АКСИОМАХОИ СТЕРЕОМЕТРИЯ ВА 
НАТИЧАХО АЗ 0HX.0

1. Фанни стереометрия. Мафх,умх,ои асосии он

Мо аллакай планиметрия -  кисми геометрияро, ки дар 
он фигурахо дар хамворй омухта мешаванд, медонем 
(Калимаи planimetria аз решай лотинии plenum - сатхи 
хамвор, хамворй ва бандаки юнонии metereo -  чен мекунам 
иборат аст). Мафхумхои асосии планиметрия -  нукта ва 
хати рост, инчунин аксиомахои онро истифода карда, 
хосиятхо ва формулахоро барои фигурахои хамвор, ба 
монанди кунч, секунда, чоркунча (параллелограмм, 
трапетсия), бисёркунча, давра, дойра хосил карда будем.

Акнун ба омухтани кисми дигари геометрия -  
стереометрия (аз калимаи юнонии stereos-фазогй (stereon- 
хачм) ва metreo-neH мекунам) шуруъ менамоем. Дар ин 
кием фигурахои фазогй, яъне фигурахое, ки онхоро дар як 
хамворй чойгир кардан мумкин нест, омухта мешаванд. 
Худи хамворй, ки дар планиметрия хамаи фигурахо дар он 
чойгир буданд, дар стереометрия танхо яке аз фигурахои 
имконпазир мегардаду халос.

Стереометрия шакл, андоза ва чойгиршавии (вазъияти) 
байнихамдигарии фигурахои фазогиро меомузад. Дар айни 
хол хамаи дигар хосиятхои фигурахо ба эътибор гирифта 
намешаванд. Масалан, дойр ба куби тегааш 5см ё 
параллелепипеди сатхаш 18см2 буда мулохиза рондан 
мумкин аст, вале дар геометрия дойр ба куби сиёх ё 
параллелепипеди оханй сухан рондан мумкин нест, чунки 
чиемхои геометрй дорой чунин хосиятхо нестанд.

Бар хилофи хамвории дученака (ё хати рости якченака), 
фазо, ки дар стереометрия омухта мешавад, сеченака 
мебошад. Ин тасдикро маънидод менамоем.

Дар хати рост (расми 1, а) аз нуктаи ибтидоии О ба чап 
ва ба рост кад-кади ин хат харакат кардан мумкин аст. 
Яъне мавкеъи (чои) хар гуна нуктаи А бо як адади мусбат ё 
манфй (вобаста ба самти харакат), ки координатаи ин нукта 
ном дорад, муайян карда мешавад.
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а) б)
Расми 1

Дар хдмворй (расми 1, 6) аз нуктаи ибтидои кад-кади ду 
хатхои рости перпендикуляр ба чапу рост ва ба болою поён 
харакат кардан мумкин аст. Мавкеъи хар гуна нукта бо ду 
адад тавсиф (муайян) карда мешавад. Ин ададхо бузургии 
чойивазшавиро кад-кади ин хатхо ба рост (чап) ва ба боло 
(ба поён) ифода менамоянд. Дар фазо бошад (расми 1, в) аз 
нуктаи О се самти чуфт-чуфт перпендикуляри чойивазшавй 
мавчуд аст: ба чапу рост, ба болою поён, ба пешу кафо.

Хануз ба омузиши хосиятхои фигурахои геометрй шуруъ 
накарда бошем хам, аммо, масалан, чй будани куб ё кураро 
нагз тасаввур карда метавонем. Вале дар геометрия дойр ба 
фигура танхо хамон вакт сухан рондан мумкин аст, агар 
таърифи он дода шуда бошад. Мохияти хар гуна таъриф, чй 
тавре маълум аст, аз он иборат мебошад, ки мафхуми муайян- 
шаванда (масалан, квадрат) бо ёрии мафхуми аллакай муайян 
буда (масалан, ромб ё росткунча) тавсиф карда мешавад. Дар 
навбати худ мафхуми «аллакай муайянбуда» бояд бо ёрии 
мафхумхои аз он пеш муайян кардашуда тавсиф шавад 
(масалан, ромб бо ёрии параллелограмм) ва хоказо. Аммо 
микдори фигурахои геометрй беохир нест. Бинобар ин охири 
охирон мо ба холате дучор меоем, ки фигураи ба он 
хаволашаванда (такяшаванда) вучуд надорад.

Барои хамин мачбурем, баъзе фигурахоро бетаъриф 
кабул намоем.

Маф^у.щое, ки ин фигурахоро ифода мекунанд (чун ви­
да содатаринашонро), дар геометрия мафуумуои асосй 
меноманд. Ин мафхумхо бетаъриф оварда (муоина) ме­
шаванд, вале аз хаёти харруза хамаи мо дойр ба онхо 
тасаввуроти аник дорем.
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Фахмост, ки ба хдр муносибат низ бояд таъриф дода 
шавад. Ваъз дар ин чо хам айнан мисли холати таърифи 
фигурахои геометрй мебошад: муносибатхое пайдо 
мешаванд, ки онхоро таъриф додан номумкин аст ва 
мачбурем баъзе муносибатхоро бе таъриф кабул намоем.

Муносибатхои «чойгир будан», «бурида шудан», «баро­
бар будан», «тааллук доштан», низ мафхумхои асосии 
стереометрия хисоб мешаванд. Онхо зохиран айнан фахмо 
хисоб карда мешаванд, бинобар ин таъриф надоранд, яъне 
мафхумхои ибтидоианд.

Агар нуктаи А  ба хдмвории а тааллук дошта бошад (рас­
ми 2, б), он гох мегуянд, ки хдмвории а  аз руи нуктаи А мегу- 
зарад ва рамзй менависанд: А еа . Навиштачоти А 0а нишон 
медихдд, ки нуктаи А ба хдмвории а тааллук надорад.

Агар хар як нуктаи хати роста а ба хамвории а тааллук 
дошта бошад (расми 2, в), он гох мегуянд, ки хата рост дар хам­
ворй чойгир аст ва acza менависанд. Навиштачоти а<?а маънои 
онро дорад, ки хата роста а дар хамвории а чойгир нест, яъне 
акаллан як нуктаи хати рост ба хамворй тааллук надорад.

Агар хати рости а ва хамвории а танхо якто нуктаи 
умумй дошта бошанд (расми 2, г), он гох мегуянд, ки ин 
хати рост хамвориро мебурад.

Агар хати рости а ба ду хамвории гуногун а ва р таалук 
дошта бошад, ( расми 2, Э) он гох мегуянд, ки ин хамворихо 
аз руи хати рости а бурида мешавад (хамдигарро мебуранд).

Оянда дар расмхо кисми хати рост ё хамворй, ки ба 
чашм аён нест, бо хати рах-рах ифода карда мешавад (ниг. 
ба расми 2, г) ё <))).

1. Мафхумхои асосии планиметрияро номбар кунед.
2. Мафхумхои асосии стереометрияро як-як хотирнишон
намоед. 3. Стереометрия чиро меомузад? 4. Сеченака
будани фазоамонро чй тавр фахмондан мумкин аст?
5. Муносибатхои ибтидои стереометрияро номбар намоед.



1. Кадоме аз ин фигурахо ё чисмхо дар хамворй чойгир нес- 
танд: секунча, миз, порча, давра, параллелепипед, китоб, 
дойра, кура, куб, квадрат, телевизор, трапетсия?

2. Хдмвории а-и дорой нуктаи В-ро тасвир кунед. Инро бо 
истифодаи рамзи тааллук доштан нависед.

3. Хати рости b дар хдмвории /? чойгир аст. Инро рамзй 
нависед.

4. Хати рост хамвориро дар нукта мебурад. Накшаи му- 
вофикро кашида, онро рамзй нависед.

5. Маълум, ки ду нуктаи хати рости а дар хамвории а  
чойгир аст. Дойр ба ин хати рост чй гуфтан мумкин аст? 
Накшаи мувофикро кашед.

6. Ду хамворй ду нуктаи умумй доранд. Дойр ба хати росте, 
ки ин нуктахоро пайваст мекунад чй гуфтан мумкин аст? 
Накшаи мувофикро кашед.

7. Руяи параллелепипед хамворй шуда метавонад? Кисми 
хамворй чй?

8. Хдмворй фазоро ба чанд кием чудо мекунад?
9. Ду хамворие, ки хамдигарро мебуранд, фазоро ба чанд 

кием чудо менамоянд?

Масъалах,о барои такрор

10. Нуктахои А,В,С  дар як хати рост чойгиранд. Дарозии 
порчаи fiC-po ёбед, агар АВ -3,2м , А С -4 ,4м  бошад. 
Масъала чандто хал дорад?

11. Чорто хатхои рости а, Ь, с, d  дода шудаанд. Маълум, ки 
хатхои а, Ь, с дар як нукта бурида мешаванд. Хатхои Ь, с, d 
низ дар як нукта бурида мешаванд. Исбот кунед, ки хамаи 
чор хатхои рости додашуда аз руи як нукта мегузаранд.

12. Кунчхои назди асоси секунчаи баробарпахлу а  чуни- 
нанд, ки tga  = 4 аст. Масохати ин секунча 25 см2 
мебошад. Дарозии асоси ин секунчаро ёбед.

13. Хати миёнаи трапетсияи баробарпахлу, ки дар атрофи 
дойра кашида шудааст, ба 68 см баробар аст. Радиуси 
ин доираро ёбед, агар асоси поёнии трапетсия аз асоси 
болоиаш 64 см зиёд бошад.
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2. Аксиомах,ои стереометрия ва алокаи онх,о 
бо аксиомахои планиметрия. 

Натинах,о аз аксиомахои стереометрия

I. Мисли планиметрия дар стереометрия хам хосиятхои 
фигурахои геометрй бо тарзи исбот кардани тасдикоти ба 
онхо мувофик (теоремахо) мукаррар карда мешаванд. ХаР 
гуна исбот бошад аз мухокимаронихое иборат аст, ки онхо 
тасдикоти навро ба тасдикоти аллакай исботшуда меоранд. 
Барои хамин дар ин ч,о хам вазъият айнан холати таърифи 
мафхумхои геометриро мемонад: мо ба тасдикоти аввалине 
меоем, ки онхоро исбот кардан мумкин нест, чунки хангоми 
исботи онхо чизе нест, ки ба он истинод (такя) намоем.

Чунин тасдицоти аввалин (чун цоида нщ оят  сода) акси- 
ома?;о ном доранд ва дурустии онхо бе исбот кабул карда 
мешавад. Дар геометрия ба сифати аксиомахо тасдикоте 
кабул карда мешаванд, ки онхо ба фигурахои асосии гео­
метрй хосанд ва барои мушохидакунанда амалан возеханд.

Чи тавре дар пункти 1 кайд кардем, фигурахои асосй 
дар фазо нукта, хати рост ва хамворй мебошанд. Аксиома- 
хоеро, ки хосиятхои асосии нукта ва хати ростро дар як 
хамворй ифода мекарданд, хангоми ба омузиши плани­
метрия шуруъ намудан дохил карда будем. Дар фазо дохил 
кардани фигураи нави асосй -  хамворй васеъ кардани ин 
аксиомахоро талаб мекунад. Ин аксиомахо хосиятхои хам­
ворихо, алокамандии онхоро бо ду фигураи дигари асосии 
стереометрия -  нукта ва хати рост ифода менамоянд. Ин 
аксиомахо инхоанд:

Ci. Х,амворй чи хеле ки набошад, нуктахое хастанд, ки 
ба ин хамворй тааллук доранд ва нуктахое хастанд, ки ба он 
тааллук надоранд (расми 3).

Сг. Се нуктаи дар як хати рост чойгир набуда, хамвориро 
яккимата муайян мекунад (расми 4).

Мазмуни ин аксиома аз он иборат аст, ки агар мо се 
нуктаи дар як хати рост чойгир набударо дошта бошем, он 
гох аз руи онхо хамворй гузаронидан мумкин аст ва факат 
якто. Агар ин нуктахо дар як хати рост чойгир бошанд он 
гох аз болои онхо микдори беохири хамворихоро гузаро­
нидан мумкин аст. Алалхусус, аз руи хати рости додашуда 
микдори беохири хамворихоро гузаронидан мумкин аст.
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дар бораи хатхои рост ва 
нуктахои фазо меравад.
Масалан, дар аксиомаи Рг 
нуктахо дар хамворихои 
гуногун чойгир шуда 
метавонанд. Мазмуни ин ду Расми 7 Расми 8
аксиома дар расмхои 7 ва 8
акс ёфтаанд. Чи тавре дида мешавад аксиомаи Ci ба 
аксиомаи Pi ва С2 ба Р2 монанд аст. Дар Ci хати рост ба 
хамворй ва дар С2 ду нуктаи дар Р2 буда ба се нуктаи дар як 
хати рост вокеъ набуда иваз карда шудаанд.

Дар оянда тасвияи дигар аксиомахои планиметрия дар чои 
зарурй бо назардошти фазо мухокима шуда, баъд истифодаи 
онхо нишон дода хохад шуд. Масалан, ниг. ба сах,. 28 - 29.

II. Аксиомахои Ci -  С4 имконият медиханд, ки дар фазо 
сохтанх,о ичро карда шаванд. Ин сохтанхо аз 
гузаронидани хамворихо иборат аст. Аксиомаи Сг тасдик 
мекунад, ки се нуктаи дар як хати рост нахобида 
хамвориро яккимата муайян мекунад. Пурсида мешавад, 
боз чй тавр (бо ёрии фигурахои содатарин -  хати рост ва 
нукта) хамвориро яккимата муайян кардан (додан) мумкин 
аст? Чавобхоро дар шакли теоремахо меорем.

Теоремам 1. Аз руи хати рост ва нуктаи дар он чойгир 
набуда хамворй гузаронидан мумкин аст ва факат якто.

Исбот. Бигзор а хати рости 
додашуда, А нуктаи дар а чойгир 
набуда мебошанд. Нуктахои В  ва 
С-ро, ки ба а тааллук доранд 
мегирем (расми 9). Нуктахои А, В, 
С, ки дар як хати рост намехобанд, 
мувофики аксиомаи С2 хамвории 
а-ро муайян мекунанд. Ин хамворй 
нуктахои В  ва С-и хати а-ро дар 

бар мегирад. Пас мувофики аксиомаи Сз хати рости а дар 
хамвории а чойгир аст. Х,амин тарик, хати рости а ва 
нуктаи дар он нахобидаи А хамвории а-ро муайян мекунанд. 
Ягона будани ин хамворй аз аксиомаи Сг бармеояд. Теорема 
исбот шуд.
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Эзохи 1. Аз руи ду нукта ё якчанд нуктаи дар як хати 
рост чойгир буда ва ё як хати рост микдори зиёди (беохири) 
хамворихоро гузаронидан мумкин аст (ниг. ба шархи 
аксиомаи Сг). Кифоя аст дурустии ин тасдикро дар мисоли 
хати рости а нишон дихем. Берун аз ин хат нуктаи А-ро  
интихоб мекунем (аксиомаи Pi) ва ба хати росту ин нукта 
теоремаи 1-ро татбик менамоем. Хдмвории а-ро хосил 
мекунем, ки аз руи ин хати рост мегузарад. Барои нишон 
додани мавчудияти дигар хамвории аз руи ин хат 
мегузаштагй, боз берун аз хамвории а нуктаи С-ро меги- 
рем (аксиомаи Ci). Нуктаи С дар хати рости а чойгир нест, 
бинобар ин мувофики теоремаи 1 аз руи онхо хамвории /?- 
ро мегузаронем. Хдмвории а ва /? гуногунанд, чунки нуктаи 
С-и хамвории /? дар хамвории а чойгир нест. Хдр дуй ин 
хамворихо аз руи хати рости а мегузаранд. Сабаби беохир 
будани микдори чунин хамворихо ихтиёрй будани инти- 
хоби нуктаи С<£а мебошад.

Теоремаи 2. Аз руи ду хати рости хамдигарро мебуридагй 
хамворй гузаронидан мумкин аст ва факат якто.

Исбот. Бигузор а ва b ду 
хати рости хамдигарро мебу­
ридагй ва А нуктаест, ки дар а 
чойгир буда, ба b тааллук 
надорад (расми 10). Мувофики 
теоремаи 1 хати b ва нуктаи А 
хамвории а-ро яккимата му­
айян мекунанд.

Аз сабаби он ки b дар а 
чойгир аст, нуктаи буриши ин 
хатхо В  низ ба а мутааллик аст. Нуктахои А ва В -и хати а 
дар а чойгиранд, пас мувофики аксиомаи Сз хамвории а ин 
хатро дар бар мегирад. Инак, а хамвории ягонаи матлуб 
аст. Теорема исбот шудааст.

Мо ба саволи (пеш аз баёни шарти теоремаи 1) гузош- 
таамон чавоб хосил кардем. Хамвориро бо: 1) се нуктаи 
дар як хати рост чойгирнабуда (аксиомаи Сг); 2) хати рост 
ва нуктаи дар он чойгирнабуда (теоремаи 1); 3) бо ду хати 
рости хамдигарро мебуридагй (теоремаи 2) яккимата 
муайян кардан мумкин аст. Аз руи як хати рост ё се нуктаи

13



дар як хати рост чойгирбуда микдори беохири хамвори­
хоро гузаронидан мумкин аст.

Эзохи 2. Х,ангоми исботи теоремахои 1 ва 2 аксиомаи Ci 
истифода нашудааст. Пурсида мешавад, ки мумкин ин 
аксиома лозим нест? Амалан, аксиомаи Ci катъиян 
мухимтарин аксиомаи фазогй мебошад: махз аз он дар фазо 
мавчудияти хамворихо ва хатхои рости хамдигарро 
мебуридагй, инчунин дигар фигурахои дар як хамворй 
чойгир набудагй бармеояд. Аксиомаи Ci-po мо барои нишон 
додани дурустии тасдикоти дар эзохи 1 буда истифода 
кардаем.

Масъалаи 1. Нишон медихем, ки тарафхои секунча дар 
як хамворй чойгиранд.

Х,ал. Бигузор секунчаи ABC  дода 
шудааст (расми 11). Тарафхои АВ ва АС  
хатхои хамдигарро мебуридагианд. Пас 
мувофики теоремаи 2 аз руи онхо якто 
хамвории а-ро гузаронидан мумкин аст.

Ду нуктаи тарафи ВС  дар хам­
вории а чойгир аст. Пас мувофики 
аксиомаи Сз тарафи ВС  дар а чойгир аст. Хдмин тарик, хар 
се тарафи секунча дар як хамворй мехобанд.

Масъалаи 2. Маълум, ки чор нукта дар як хамворй 
намехобанд. Муайян мекунем, ки сетои дилхохи онхо дар 
як хати рост чойгир шуда метавонанд ё на?

Хал. Фарз мекунем, ки сетои онхо дар як хати рост 
чойгиранд. Агар нуктаи чорум низ дар ин хати рост хобад, 
он гох аз руи онхо микдори беохири хамворихоро гуза­
ронидан мумкин аст. Ин бошад ба шарти масъала зид аст. 
Рафту нуктаи чорум дар ин хати рост нахобад, он гох 
мувофики теоремаи 1 ягона хамворие гузаронидан мумкин, 
ки ин хати рост ва ин нуктаро, яъне хар чор нуктаро, дар 
бар мегирад. Боз зидцият ба шарти масъала хосил шуд.

Ч,авоб. На.
Масъалаи 3. Нишон медихем, ки агар хатхои рости А В  

ва CD дар як хамворй чойгир набошанд, он гох хатхои рости 
А С  ва BD низ дар як хамворй чойгир нестанд.
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Хал. Фарз мекунем, ки тасдик нодуруст аст ва хатхои 
рости А С  ва BD дар як хдмвории а чойгиранд. Аз ин 
бармеояд, ки нуктахои А, В, С, D дар а чойгиранд. Ба 
хатхои рости АВ  ва CD аксиомаи Сз-ро татбик намуда 
хосил мекунем, ки онхо дар хамвории а, яъне дар як 
хамворй чойгиранд. Ин бошад ба шарти масъала зид аст.

III. Акнун маълумоти аввалинро нисбати чойгиршавии 
байнихамдигарии фигурахои асосии (ибтидоии) стереомет­
рия -  нукта, хати рост ва хамворй меорем (Дар ин бора дар 
дарсхои оянда маълумоти муфассал оварда мешавад). Чи 
тавре аллакай кайд шуд, чойгиршавии байнихамдигарии ду 
хамворихои гуногун бо аксиомаи С4 муайян карда мешавад: 
агар ин хамворихо нуктаи умумй дошта бошанд, он гох аз 
руи хати росте, ки ин нуктаро дар бар мегирад, бурида 
мешаванд. Дар ин холат онхо бо хамдигар буридашаванда (ё 
кутох буридашаванда) номида мешаванд. Мисоли чунин 
хамворихо хамворихое, ки онхоро хангоми асоснок кардани 
тасдики дар эзохи 1 буда сохтем, шуда метавонанд. Баъд, аз 
аксиомахои Pi ва Р2 бармеояд, ки барои хар гуна хати рост 
дар фазо хати рости онро мебуридагй вучуд дорад.

Хдмин тарик, чойгиршавии байнихамдигарии ду хати рост 
(ду хамворй) чунин аст: Ду хати рости (хамвории) гуногун ё 
нуктаи умумй нааоранд, ё дар як нукта (аз руи як хати рост) хам­
дигарро мебуранд.

Нисбати чойгирша­
вии байнихамдигарии 
нукта ва хати рост бо­
шад, ду имконият вучуд 
дорад: Ё нукта ба хати 
рост тааллук дорад, ё ба 
он тааллук надорад. 
Чойгиршавии байни­
хамдигарии нукта ва 
хамворй хам айнан 
хамин тавр аст. Ба 

масъалаи чойгиршавии байнихамдигарии хати рост ва хам­
ворй дар фазо аксиомаи Сз чавоби пурра медихад: Хамворй 
ва хати рости дар он чойгир набуда ё хамдигарро намебуранд, 
ё дар як нукта бурида мешаванд (расми 12).

15



1. Аксиомах,ои стереометриро баён карда, онхоро шарх 
дихед. 2. Теоремаро дойр ба хати рост ва нукта баён кунед 
(теоремаи 1). Хднгоми исботи ин теорема кадом аксиомахо 
истифода мешаванд? 3. Аз руи ду нукта, ё якчанд нуктаи дар 
як хати рост чойгирбуда ва ё як хати рост чандто хамворй 
гузаронидан мумкин аст? 4. Исбот кунед, ки ду хати рости 
хамдигарро мебуридагй хамвориро яккимата муайян ме­
кунанд (теоремаи 2). Боз бо кадом тарзхо хамвориро як­
кимата муайян кардан мумкин аст? 5. Вазъияти чойгир­
шавии байнихамдигарии ду хати рост ва ду хамворй чй гуна 
аст? 6. Кадом аксиома дойр ба чойгиршавии байнихамди­
гарии хати рост ва хамворй чавоб медихад?

14. Исбот кунед, ки аз руи нуктаи додашуда хамворй гуза­
ронидан мумкин аст ва дар айни хол на якто.

15. Исбот намоед, ки барои хар гуна хати рост дар фазо ха­
ти рости онро мебуридагй мавчуд аст.

16. Барои хар гуна хамворй дар фазо хати рости онро ме­
буридагй мавчуд аст. Инро исбот намоед.

17. Барои хар гуна хати рост дар фазо хамвории онро 
мебуридагй мавчуд аст. Инро исбот кунед.

18. Исбот кунед, ки барои хар гуна хамворй дар фазо 
хамвории онро мебуридагй мавчуд мебошад.

19. Дар фазо нуктахои А ва В дода шудаанд. Хати ростеро, 
ки аз руи онхо мегузарад созед.

20. Маълум, ки хамворихои а  ва р хамдигарро мебуранд. 
Хати буриши онхоро созед.

21. Нуктахои А, В, С дар хар як ду хамвории гуногун чой­
гиранд. Исбот кунед, ки ин нуктахо дар як хати рост 
чойгиранд.

22. Тарафи ВС-и секунчаи ABC  дар хамвории а  чойгир аст. 
М  ва N  мувофикан нуктахои тарафхои А В ва АС  
мебошанд. Нишон дихед, ки агар М  дар а  чойгир на- 
бошад, он гох N  низ дар а  чойгир нест.

23. Исбот кунед, ки аз руи нуктаи буриши ду хати рости 
додашуда, хати рости сеюмро гузаронидан мумкин аст, 
ки бо онхо дар як хамворй чойгир нест.

24. Се хамвории чуфт-чуфти бо хамдигар буридашаванда 
дода шудааст. Исбот кунед, ки агар ду хати буриши ин
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хамворихо бурида шаванд, он гох, хати сеюми буриш аз 
нуктаи буриши онхо мегузарад.

25. Нуктахои А, В, С ва D, ки дар як хамворй вокеъ нестанд, 
дода шудаанд. Чандто хамворихои гуногунро, ки аз рун 
сетои ин нуктахо мегузаранд, сохтан мумкин аст?

26. Чор нукта, ки сетоаш дар як хати рост чойгир нест, дода 
шудааст. Исбот кунед, ки хати рости аз руи ду нуктаи 
дилхохи онхо мегузаштагй бо хати росте, ки аз руи ду 
нуктаи дигараш мегузарад, буриш надорад.

27. Исбот намоед, ки дар фазо се нуктае вучуд дорад, ки 
онхо дар як хати рост чойгир нестанд.

28.* Исбот кунед, ки дар фазо чор нуктае мавчуд хает, ки 
онхо дар як хамворй чойгир нестанд.

29. Порчахои А В, ВС, CD, DA дода шудаанд. Дар айни хол М  
нуктаи буриши порчахои АС  ва BD аст. Нишон дихед, ки 
порчахои додашуда дар як хамворй чойгиранд.

30. Нуктахои А, В, С дар як хати рост чойгир нестанд. 
Нуктахои D ва Е  мувофикан миёначои порчахои А С  ва 
ВС  мебошанд. Исбот кунед, ки нуктахои: 1) А, В, D; 2)
С, D, Е; 3) A, D, Е  дар як хати рост чойгир нестанд.

31. Маълум, ки нуктахои А, В, С, D дар як хамворй чойгир 
нестанд. Исбот кунед, ки хатхои рости А В  ва CD 
хамдигарро намебуранд.

32.* Нуктахои А, В, С, D дар як хамворй чойгир нестанд. 
Нуктахои К  ва М  мувофикан миёначои порчахои А С  ва 
ВС  мебошанд. Исбот кунед, ки хатхои рости: 1) АС  ва DK, 
2) BD ва К М ; 3) AD  ва К М  хамдигарро намебуранд.

33. Исбот кунед, ки дар фазо ду хати росте мавчуданд, ки 
онхо дар як хамворй чойгир нестанд.

34.* Хати рост дар хамворй чойгир аст. Исбот кунед, ки 
чунин нуктахои хамворй мавчуданд, ки онхо ба хати 
рост тааллук надоранд.

35. Хдмвории а  фазоро ба ду нимфазо ин тавр чудо мекунад: 
нуктаи А  ё а-ро интихоб мекунем. Хдмаи нуктахои Х-и 
фазоро, ки барояшон хати рости А Х  хамвориро 
намебурад, ба нимфазои якум мансуб хисоб менамоем. 
Рафту агар хати рости А Х  а-ро бурад, он гох ба нимфазои 
дуюм. Исбот кунед, ки агар ду нукта ба як зерфазо 
тааллук дошта бошад, он гох порчаи онхоро
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пайвасткунанда хдмвории а-ро намебурад. Рафту агар 
нуктахо ба зерфазохои гуногун тааллук дошта бошанд, он 
гох ин порча хамвории а-ро мебурад.

Масъалах,о барои такрор

36. М агар дар секунча медиана аз маркази давраи бе- 
рункашида мегузарад?

37. Исбот кунед, ки баландихои секунча ha, hb, he ва радиуси 
давраи дарункашидаи он г нобаробарии ha + hb + he > 9r -  
po каноат мекунонанд.

38. Исбот кунед, ки агар А, В кунчхои тези A A B C  ва

sin A sin В > ^ бошад, он гох кунчи С хам тез аст.

39. Яке аз кунчхои секунчаи росткунча ба миёнаи ариф- 
метикии ду кунчи дигар баробар аст. Катетхои 
секунчаро ёбед, агар гипотенузаи он с бошад.

40. М агар дар секунча хамеша дуто: а) баландй; б) медиана;
в) биссектриса хамдигарро мебуранд?

3. Мисолх,ои фигурахои фазоги. Буришх,о

Чи тавре медонем бисёркунчахо, ки кисми хамвории бо 
порчахои хатхои рост махдудгашта мебошанд, фигурахои 
одитарини планиметрия хастанд.
Дар ин чо талаб карда мешавад, 
ки ин порчахои хатхои рост хам­
дигарро намебуранд (расми 13).
Масалан, секунча ва параллело­
грамм бисёркунча мебошанд.

Дар стереометрия фигурахо дар 
фазо омухта мешаванд, ки онхо л,
чиемхо ном доранд. Айёнй чисми Расми 13
геометриро хамчун кисми фазой бо
чисми физикавй чудо карда шуда ва сатхп махдуд дошта 
тасаввур кардан мумкин аст. Мисли бисёркунчахо дар хамворй 
фигурахои одитарин дар фазо бисёрруях,о мебошанд, ки сатхп
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Бисёрруяе, ки дар натичаи нуктаи додашударо бо нуктахои 
бисёркунчаи хамвор пайваст кардан хосил мешавад, пирамида 
ном дорад. Нуктаи додашуда куллаи пирамида, бисёркунчаи 
хамвор асоси пирамида номида мешавад. Сатхи пирамида аз 
асос ва руяхои пахлуй, ки секунчахоанд, иборат аст. Хатхое. ки 
куллаи пирамидаро бо куллахои асос пайваст мекунанд, 
тегахои пахлуй ном доранд. Агар асоси пирамида л-кунча 
бошад, пирамидаро пирамидам /7-кунча меноманд. Дар расми 
16 пирамидаи 5-кунча тасвир шудааст.
Панчкунчаи ABCDE  асос, S  кулла, SA,
SB,.. ,,SE тегахои пахдуии он аст. Руяхои 
пахлуй секунчахои A S  В, BSC,..., ESA 
мебошанд. Агар асоси пирамида секунча 
бошад, онро тетраэдр мегуянд (аз ду 
калимаи юнонии tetra -  чор ва hedra -  
асос, руя тартиб дода шуда, маънояш 
чорруя аст). Тетраэдр дорой 4 руя ва 6 
тегаю 4 кулла мебошад (расми 17). Агар 
хамаи тегахо баробар бошанд, он гох 
тетраэдрро тетраэдри мунтазам 
меноманд.

Акнун мафхуми буриши бисёррруяро бо хамворй дар 
фазо муайян мекунем. Бигузор хамвории а дода шудаст. Ин 
хамворй фазоро ба ду нимфазо, бо хамон маъное, ки дар 
шарти масъалаи 35 оварда шудааст, чудо менамояд.

Таъриф. Агар акаллан ду нуктахои бисёрруя дар 
нимфазохои гуногун чойгир бошанд, он гох мегуянд, ки 
хамвории а бисёрруяро мебурад. Дар ин холат а хамвории 
буранда ном дорад. Фигурае, ки хар як нуктаи он ба 
бисёрруя ва хамвории буранда тааллук дорад, буриши 
бисёрруя бо хамвории а ё кутох буриш номида мешавад.

Ду масъалаи бо буришхо алокаманд бударо хал мекунем.

Масъалаи 1. Буриши параллелепипеди A BCD А ,В ,С',D 
ро бо хамворй, ки аз миёначои тегахои А В, ВС ва DD, 
мегузарад месозем.

Х,ал. Миёначои тегахоро бо Е, U, G ишорат менамоем. Ин 
нуктахо дар як хати рост чойгир нестанд. Мувофики

Расми 17
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теоремаи 2 аз руи онхо якто 
хамвории а мегузарад (расми 18).
Нуктахои Е ,U ба хамвории ABC  ва А\
хдмвории бурандаи а тааллук
доранд. Пас, тамоми хати рости EU
ба а тааллук дорад, яъне EU  хати
буриши а бо хамвории ABC  аст. А
Баъд, хамвории аз руи нуктахои
G.D.E мегузаш гагиро дида мебароем. Расми IS
Ин хамворй хамвории а-ро аз руи
хати рости GE мебурад. Порчаи GE кисми умумии ин ду 
хамворй ва параллелепипед мебошад. Нисбати нуктахои
D,G,U низ хамин тавр мулохиза ронда, хосил мекунем, ки 
секунчаи EUG буриши матлуб аст. Масъала хал шуд.

Масъалаи 2. Дар тегахои А В, AD, CD-и тетраэдри 
A BCD мувофикан нуктахои M .N.P  чунон ш рифта 
шудаанд, ки хати ростхои NP  ва АС  паралел нестанд 
(расми 19). Буриши ин тетраэдро бо хамворие. ки аз руи ин

Хал. Хдмвории аз руи 
нуктахои M ,N  ва Р  мегу- 
заштагиро бо а ишорат ме­
кунем. Ин хамворй бо хам­
вории D AC  нуктахои уму­
мии N  ва Р-ро дороет, ба­
рои хамин мувофики акси­
омаи С4 хати рости N P  бу­
риши OHXOCT.

Айнан хамин тавр му- 
карар мекунем, ки порчаи N M  буриши а бо руяи ADB  аст. 
Нуктаи М  ба хамвории а ва хамвории ABC  тааллук дорад. 
Барои сохтани хати буриши ин ду хамворй бояд боз як нуктаи 
умумии онхоро ёбем. Бигузор К  нуктаи буриши хати рости NP  
ва АС  аст.

Хати рости М К-ро сохта мебинем, ки он тегаи ВС-ро дар 
нуктаи Q мебурад. Фахмост, ки нуктаи Q хам ба а ва хам ба 
хамвории ABC  тааллук дорад, яъне M Q  хати буриши а ва 
руяи ABC  аст. Буриши матлуб чоркунчаи M NPQ  мебошад.

21

се нукта мегузарад месозем.

Расми IS



D

Баъзан дар масъалахо гайри ёфтани буриш боз хисобй 
масохат ё периметри он талаб карда мешавад.

Масъалаи 3. Тетраэдри мунтазами A BCD, ки тегааш а аст, 
дода шудааст. Аз куллаи В ва миёначои тегахои AD, DC 
хамворй гузаронида шудааст. Периметри фигураеро, ки дар 
буриш хосил мешавад меёбем.

Хал. Ба осонй дида мешавад, ки буриши матлуб секунчаи 
M NB  аст (расми 20). Мувофики 
шарти масъла:

1) AD = DC = АВ = АС = ВС  = а ;

2) AM  = MD = DN -  NC  = 1 .
2  С

Ёфтани р = MN + MB + BN та­
лаб карда мешавад. M N  хати 
миёнаи AADC  аст. Дар асоси

АС а
хосияти хати миена MN -  = .

2 2
Дар тетраэдр руяхои пахлуй секунчахои баробартара- 

фанд, барои хамин медианаи В М -и AAD B  баландй аст, яъне 
АА М В  росткунча мебошад.

Пас мувофики теоремаи Пифагор

АВ2 = A M 2 + MB2 а 2 = а + MB2.

Аз ин чо MB2 = а 2 ва MB = а
2  ■j 2 а _ За

4 ~ 4 2
B M -N B , чунки AM BN  баробарпахлу аст. Хдмин тарик,

Вале

MN + 2 B M = °  + °  3 -2 а 1
+ 3

1. Бисёрруя чист? Руя, тега ва куллаи бисёрруя чихоянд?
2. Таърифи параллелепипеди росткунча (куб) ва пирамида­
ро (тетраэдро) оред. 3. Чй гуна хамворй буранда номида 
мешавад? 4. Кадом фигура буриш ном дорад? Оё вай хам­
вор набуда метавонад?
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41. Бигузор ABCDA,B,C,D , параллелепипеди росткунча 
аст. Исбот кунед, ки:
а) нуктаи А, ба хамвории руяи A BCD  тааллук надорад;
б) хатхои рости АВ, ва АС, хамвории руяи ABCD -ро 
мебуранд;
в) хамворихои ABCD, А В В ,А h ВСС,В, чуфт-чуфт хам­
дигарро мебуранд;
г) хати рости А,В, хамвории ABCD- ро намебурад;
д) хамворихои ABCD  ва A,B,CiD , хамдигарро наме­
буранд;
е) хати рости А,С , хамвории A BCD -  ро намебурад;
ж) нуктахои: 1) А, В, С,; 2) А,, В „С дар як хати рост чой­
гир нестанд;
з) нуктахои: 1) А,В,С,С,; 2) A,B,C,D, дар як хамворй 
чойгир нестанд;
и) агар К  ва М  миёначои тегахои АВ  ва ВС  бошанд, он 
гох нуктахои К,М ,А„С, дар як хамворй чойгиранд.

42. Буриши параллелепипеди росткунчаи ABCD A,B ,C ,D r  
ро бо хамворие, ки аз руи нуктахои: 1) A,B,,D ,\ 2) А,С  
ва миёначои тегаи DD, мегузарад, созед.

43. Буриши параллелепипеди росткунчаро бо хамворие, ки 
аз руи ду тегаи пахлуии ба як руя тааллук надошта 
мегузарад созед.

44. Нуктаи Е  дар хамвории A,B,C,D„  хати рости а дар 
хамвории A BCD чойгиранд. Буриши параллелепипеди 
росткунчаи ABCD A,B,C ,D r po бо хамворие, ки аз руи 
хати рости а ва нуктаи Е  мегузарад созед.

45. Нишон дихед, ки буриши пирамида бо хамворихое, ки 
аз куллаи он мегузаранд, секунчахо мебошанд.

46. Буриши пирамидаро бо хамворие, ки аз куллаи он ва ду 
нуктаи додашудаи асос мегузарад созед.

47. Буриши пирамидаи секунчаро бо хамворие, ки аз руи 
тарафи асоси пирамида ва нуктаи додашудаи тегаи 
мукобили ин тараф мегузарад созед.

48. Буриши пирамидаи чоркунчаро бо хамворие, ки аз руи 
тарафи асос ва нуктаи яке аз тегахои пахлуй мегузарад созед.

49. Дарозии тегаи куби A B C D A ^jC jD , ба а баробар аст. 
Масохати буриши кубро бо хамворие, ки аз миёначои 
тегахои А В, ВВ, ва ВС  мегузарад ёбед.
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50. Дарозии тегаи тетраэдри мунтазам ба а баробар аст. 
Буриши тетраэдрро бо х,амворие, ки аз миёначои се 
тегаи аз як кулла фаровардашуда мегузарад созед. 
Периметр ва масохдти буришро ёбед.

Масъалах,о барои такрор

51. Порчахои АВ  ва А С  хамвории а-ро мебуранд. Порчаи 
ВС  хамвории а-ро мебурад?

52. Дар давраи радиусаш 8см хордахои ба хам перпен- 
дикуляри А В ва CD гузаронида шудаанд. Диаметрхое, 
ки аз охирхои хордаи А В  гузаронида шудаанд, CD-ро 
ба се хиссаи баробар чудо менамоянд. Маълум, ки 
А В-12см  аст. Дарозии хордаи CD-ро ёбед.

53. Маълум, ки диагоналхои ду квадрат ба хамдигар баро- 
баранд. М агар ин квадратхо бо хам баробаранд?

§2. ЧОЙГИРШАВИИ БАЙНИХАМДИГАРИИ ХАТХОИ 
РОСТ ВА ХАМВОРИРО

4. Чойгиршавии байнихамдигарии ду хати рост. 
Хатхои рости чиликй

Дар зерпункти Н-и пункти 2 хамчун натичахои акси­
омахо мо мукаррар намудем, ки дар фазо ду хати рости 
гуногуни а ва b ё хамдигарро мебуранд (дар як нукта) ё нук­
тахои умумй надоранд. Дар стереометрия холати дуюм, бар 
хилофи планиметрия, ки дар он хатхои рост параллел 
номида шуда буданд, ба ду зерхолат чудо мешавад: хатхои 
рост дар як хамворй чойгиранд ва хатхои рост дар як 
хамворй чойгир нестанд.

Дар алокамандй бо хамин таърифи зеринро дохил мекунем. 
Таъриф. Ду хати рост дар фазо параллел номида мешаванд, 

агар онхо дар як хамворй чойгир буда, хамдигарро набуранд. 
Хатхои росте, ки хамдигарро намебуранд ва дар як хамворй 
чойгир нестанд, чиликй ном доранд. Х,ар се холати чойгир­
шавии хатхои рост дар расми 21 нишон дода шудааст.
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а ) Хагщ ои рости а ва b б)Хаггщои рост и а ваЪ '
х,амдигаро мебуранд параллел мебошанд в ) Хатхои рост и а ва b

чилики мебошанд

Расми 21

Дар мухити моро ихота карда мисолхои бисере овардан мум­
кин аст, ки хамаи ин холатхоро онхо акс мекунанд. Масалан, 
хатхои буриши фарш ва шифти хона бо девор дойр ба хатхои 
параллел тасаввурот медиханд. Рохи аз зери купрук мегузаштагй 
ва рохи болои купрук тархд (шабехд) хатхои чиликианд.

Хатхои рости параллелро алохида дида мебароем. Х,озир 
бо хатхои рости чиликй макн ул мешавем. Мувофики теоре­
маи 2 мебинем, ки хатхои рости а ва Ъ чиликй мешаванд, агар 
онхо дар як хамворй чойгир набошанд (Дар таърифи хатхои 
чиликй талаби хамдигарро набуридани онхо зиёдатй аст!). 
Тасдики «хатхои рости а ва b дар як хамворй чойгир нестанд» 
маънои онро дорад, ки хамворие мавчуд нест, ки дар он хам а 
ва хам Ъ чойгир бошанд.

Дар айни хол шумораи беохири хамворихо мавчуданд, 
ки дар алохидагй хар кадоми ин хатхои рост дар онхо 
чойгир мебошанд (ниг. ба эзохи 1-и кисми П-и пункти 2).

Барои мустахкам кардани таърифи хатхои рости чиликй 
масъалаи содаи зеринро хал мекунем:

Масъалаи 1. Исбот мекунем, ки агар хатхои рости а ва b 
хамдигарро буранд, он гох хар гуна ду хати рости онхоро 
мебуридагй чиликй шуда наметавонанд.

Х,ал. Бигузор А, В аз а ва C,D аз b нуктахои буриши хатхои 
ростанд. Мувофики теоремаи 2 якто хамвории а мавчуд аст, ки 
дар он а ва b чойгиранд. Пас нуктахои А, В, C,D дар хамвории а 
чойгиранд. Аз руи аксиомаи Сз хатхои рости А С  ва BD дар 
хамвории а чойгиранд, яъне чиликй нестанд.
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Эзох,. Агар яке аз хатхои рост аз нуктаи буриши хатхои 
рости а ва b гузарад, он гох тасдики масъалаи 1 нодуруст 
аст (инро мустакилона исбот кунед).

Акнун аломатхои чиликй будани хатхои ростро дар 
фазо меорем.

Аломати якум. Агар нуктахои A,B,C,D  дар як хамворй 
чойгир иабошаид, он гох, хатхои рости А В ва CD чиликианд.

Дар хакикат, агар хатхои рост чиликй набошанд, он гох он­
хо дар як хамворй чойгир мешаванд. Пас нуктахои A,B,C,D низ 
дар як хамворй чойгир мешуданд, ки ин ба шарт зид аст.

Натичаи 1. Барои он ки чор нукта -  A,B,C,D  дар як 
хамворй чойгир бошанд, зарур ва кифоя аст, ки хатхои 
рости А В ва CD ё хамдигарро буранд, ё ки параллел 
бошанд ва ё хамчоя шаванд.

Аломати дуюм. Агар яке аз ду хатхои рост дар хамворй 
чойгир бошаду дигарй хамвориро дар нуктае бурад, ки он ба хати 
рости якум тааллук надошта бошад, он гох ин хатхо чиликианд.

Бугузор а хати рости дар хам­
вории а чойгир буда, В нуктаи 
буриши хати рости b бо ин 
хамворй аст ва В ба а тааллук 
надорад (расми 22).

Фарз мекунем, ки хатхои рости а 
ва b чиликй нестанд, яъне хамвории 
дигар /? вучуд дорад, ки ин хатхоро 
дар бар мегирад. Пас а ва В дар р  чойгиранд. Мувофики 
теоремаи 1 хамворихои а ва /3 хамчояанд. Вале а хати Ь-ро дар 
бар намегирад, пас /? низ ин хатро дар бар гирифта 
наметавонад. Инак, хамворие мавчуд нест, ки хар ду хатхоро 
дар бар гирад. Ин аз чиликй будани онхо шаходат медихад.

Натичаи 2. Барои хар гуна хати рост дар фазо хати 
рости ба он чиликй вучуд дорад.

Барои исботи ин натича нуктаи В-ро берун аз хати рости a 
мегирем ва аз рун а ва В мувофики теоремаи 1 хамвории а ме- 
гузаронем. Баъд, берун аз а ягон нуктаи С-ро интихоб намуда, 
хати рости Ь-ро аз руи нуктахои В ва С мегузаронем. Му- 
лохизаронихои минбаъда мутлако мисли асосноккунии аломати 
дуюми хатхои чиликй, ки дар боло оварда шудааст мебошанд.
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1. Ду хати рост дар фазо байнихдмдигар чй тавр чойгир 
шуда метавонанд? 2. Дар кадом холат хатхои рост дар фазо 
параллел номида мешаванд? Чиликй- чй? 3. Аломатхри 
чиликй будани хатхои ростро дар фазо оред ва онхоро 
асоснок намоед. 4. Барои хати рости додашуда хати рости 
ба он чиликй бударо созед.

54. Исбот кунед, ки агар хатхои рости А В ва CD чиликй 
бошанд, он гох хатхои рости А С  ва BD низ чиликианд.

55. Магар аз руи нуктаи С, ки ба хатхои рости чиликии а ва Ъ 
тааллук надорад, ду хати рости гуногун гузаронидан мум­
кин аст, ки хар кадоми онхо хатхои рости а ва Ъ-ро буранд?

56. Ду хати рости чиликии а ва Ъ ва нуктаи С, ки дар 
ягонтои ин хатхо чойгир нест, дода шудаанд. Оё аз 
нуктаи С хати ростеро гузаронидан мумкин аст, ки вай 
хар дуй ин хатхои рости а ва 6-ро бурад?

57. Исбот кунед, ки хатхои рости тега­
хои мукобилро дар бар гиранда, ма­
салан, АВ  ва CD-и хар гуна тетраэдр 
чиликианд (расми 23). Боз кадом 
хатхои рости чиликиро дар расми 23 
нишон додан мумкин аст?

58. Бигузор К  ва М  миёначои тегахои А В 
ва CD-и тетраэдри A BCD  мебошанд.
Исбот кунед, ки хатхои рости А С  ва 
К М  чиликианд.

59. Нуктахои К,М ,Р  миёначои тегахои
АВ,ВС,СА-и тетраэдри A BCD-анд. Исбот кунед, ки хат­
хои рости КР  ва D M  чиликй мебошанд.

60. ABCDA,BiC,D, -  параллелепипеди росткунча. Исбот кунед, 
ки хатхои рости: 1) АВ  ва С С ,; 2) АВ  ва В,С,\ 3) А С  ва ВВ,;
4) А С ва BD,; 5) А С ва ВС,; 6) АВ, ва ВС, чиликианд.

61. Исбот намоед, ки барои хар гуна ду хати рости чиликии 
а ва b дар фазо хати рости сеюм с вучуд дорад, ки хам 
бо а ва хам бо b чиликй мебошад.

62. Исбот кунед, ки барои хар гуна ду хати рости хам­
дигарро мебуридагии а ва b дар фазо хати росте вучуд 
дорад, ки хам бо а ва хам бо b чиликй аст.
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63. Нишон дихед, ки хар гуна буриши бисёрруя бо х,амворй 
бисёркунча мебошад.

64. Ду хамвории хамдигарро намебуридагй дода шудаанд. 
Исбот кунед, ки агар хати рост яке аз ин хамворихоро 
бурад, он гох дигариро низ мебурад.

65. Масохати сатхи пахлуй ва сатхи пурраи кубе, ки тегааш 
4см аст, ба чй баробар аст?

66. Масохати сатхи пахлуй ва пурраи параллелепипеди 
росткунчаи асосаш квадратро ёбед, агар тарафи квад­
рата асос 5см ва баландй 10см бошад.

67. Кунчхои а, /3 ва масохати секунчаи ABC, ки S  аст, дода 
шудаанд. Тарафхои секунчаро ёбед.

5. Параллелии хатх,ои рост дар фазо

I. Чи тавре дар пункти пешина таъриф дода будем, ду 
хати рост дар фазо параллел номида мешаванд, агар онхо 
дар як хамворй чойгир буда, хамдигарро набуранд. Нати­
чахои заруриро аз планиметрия хотирнишон намуда, тео­
ремаи фазогиро дойр ба параллелхо меорем. Дар натича 
боз як тарзи хосил кардани хамвориро доро мешавем. Аз 
планиметрия мо медонем, ки чойгиршавии байнихамди­
гарии ду хати рост дар хамворй чунин аст: ё хатхои рост 
хамдигарро мебуранд, яъне якто нуктаи умумй доранд 
(аксиомаи Pi), ё онхо параллеланд, яъне хамдигарро наме­
буранд. Баъд, мувофики аксиомаи паралелй (хосияти асо­
сии хатхои рости параллел): аз нуктае, ки дар хати рости 
додашуда чойгир нест на зиёда аз як хати рости ба хати 
рости додашуда параллел гузаронидан мумкин аст. Дар 
планиметрия ин аксиомаро истифода карда мо теоремаро 
дойр ба параллелхо исбот карда будем: Аз нуктаи А, ки дар 
хати рости а чойгир нест, хати рости ба а параллел гуза­
ронидан мумкин аст ва факат якто. Дар стереометрия ак­
сиомаи параллелй дар хар як хамворй чой дорад, бинобар 
ин теореми фазогй дойр ба параллелхо дуруст аст. Ин тео­
рема киёси теоремаи планиметрии дар боло оварда шуда 
мебошад.
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Теоремаи 3. Аз нуктаи берунаи хати рости додашуда, 
хати рости ба ин хати рост параллелро гузаронидан мумкин 
аст ва дар айни хол факат якто.

Исбот. Бигузор а хати рости дода­
шуда ва А нуктаи дар он чойгир на­
буда аст (расми 24). Аз руи хати 
рости а ва нуктаи А хамвории а-ро 
мегузаронем (теоремаи 1). Дар хамво­
рии а аз нуктаи А хати рости а,-ро, ки 
ба а параллел аст, мегузаронем.
Мувофики теоремаи планиметрия дойр ба хатхои рости 
параллел чунин хати рости а, ягона мебошад. Теорема 
исбот шудааст.

Эзох То хол ба мо се тарзи дода шудани хамворй маълум 
буд: бо се нуктаи дар як хати рост чойгир набуда (аксиомаи 
Сг); бо хати рост ва нуктаи дар он чойгир набуда (теоремаи
1); бо ду хати рости хамдигарро мебуридагй (теоремаи 2). Мо 
хозир тарзи нору ми дода шудани хамвориро хосил кардаем: 
ду хати рости параллел хамвориро яккимата муайян мена- 
моянд. Ин бевосита аз таърифи параллелй дар фазо бар­
меояд. Ин эзохро баъди таърифи параллелии хатхои рост дар 
фазо дар пункти 4 хам овардан мумкин буд.

Масьлаи 1. Ду хати рости параллел дода шудаанд. М аъ­
лум. ки хати рости сеюм онхоро мебурад. Нишон медихем, 
ки хар се хатхои рост дар як хамворй мехобанд.

Х,ал. Бигзор а хамвориест, ки онро ин ду хати рости 
параллел яккимата муайян мекунанд. Хати рости ин хат­
хоро мебуридагй бо а ду нуктаи умумй дорад, ки онхо нук­
тахои буришанд. Пас мувофики аксиомаи Сз хамвории а ин 
хати ростро дар бар мегирад.

Хулоса. Агар хатхои рости а ва b якдигарро буранд, он 
гох хамаи хатхои росте, ки ба хати рости b параллеланд ва 
хати рости а-ро мебуранд, дар як хамворй чойгиранд.

Акнун ду масъаларо хал мекунем, ки дар онхо услуби 
умдаи халли масъалахои стереометрй -  ба масъалахои 
планиметрй овардани онхо истифода карда мешавад.
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Масъалаи 2. Аз охирхои порчаи АВ  ва миёначои он М  
хатхои рости параллел гузаронида шудаанд, ки онхо хамво­
рии а-ро дар нуктахои А„ В , ва М , мебуранд. Дарозии пор­
чаи М М ,-ро меёбем, агар маълум бошад, ки порчаи А В хам­
вории а-ро намебурад ва АА,=4м  ва ВВ,-6м  мебошад.

Хал. Мувофики хулосаи масъалаи 1 хатхои рости А А,,
ВВ, ва М М , дар як хамвории /? чойгиранд. Барои хамин 
нуктахои А,, В, ва М , дар хати рости А,В,, ки хати буриши 
хамворихои а ва /7 аст, чойгиранд (расми 25).

Пас муоинаи накша дар хамвории /? кифоя аст (расми 26). 
Мувофики теоремаи Фалес М , миёначои порчаи А,В, аст. 
Яъне, М М , хати миёнаи трапетсияи АА,В ,В  мебошад. Пас, 
дар асоси теорема дар бораи хати миёна, хосил мекунем:

ММ, = х = ^ (а + Ъ) = х = ^ (4 + 6) = 5 м.

Масъалаи 3. Аз охири А -и порчаи АВ  хамвории а гуза­
ронида шудааст. Аз охири В ва нуктаи С-и хамин порча 
хатхои рости параллел гузаронида шудаанд, ки онхо хам­
вориро дар нуктахои В, ва С, мебуранд.
Дарозии порчаи ВВ ,-ро меёбем, агар 
СС,= 6см, АВ:ВС=1:4 бошад.

Хал. Хамвории /?, ки аз руи хатхои 
рости параллели ВВ, ва СС, мегузарад, 
хати рости А В-ро дар бар мегирад (хул о- 
саи масъалаи 1) ва хамвории а-ро аз руи 
хати рости АВ, мебурад (расми 27). Расми 27
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Дар х,амвории /7 ду секунчаи АСС, ва АВВ,-и монанд 
хосил мешавад (кунчи А умумй буда, баробарии кунчхои С 
ва В аз параллелии хатхои рости СС, ва ВВ, бармеояд).

п  ВВ, АВ RR r r  АВ 7Пас = , яъне ВВ, = СС, • = 6- = 10,5см.
СС, АС  ' 1 АС 4

II. Аломати параллелии хатхои ростро дар фазо дида 
мебароем.

Масъалаи чй тавр мукдррар кардани параллелии ду хати 
ростро дар фазо мегузорем. Албатта дар ин кор таърифро ба 
асос гирифтан мумкин аст: исбот кардан лозим аст, ки хатхои 
рост дар як хамворй чойгиранд ва хамдигарро намебуранд. 
Вале ин тарзи кутохтарини халли масъала нест.

Масъалаи хамдигарро набуридани ду хати рост дар 
хамворй дар асоси аломатхои параллелй, яъне теоремахое, ки 
шартхои кифоягии параллелиро муайян мекарданд, хал карда 
шуда буд. Дар планиметрия мо се аломати параллелии хатхои 
ростро дар хамворй доштем: аз руи баробарии кунчхои 
дарунии чиликии байни хатхои рост ва хати рости онхоро 
мебуридагй; аз руи ба 180° баробар будани суммаи кунчхои 
дарунии яктарафа; аз руи параллелй ба хати рости сеюм. Ду 
аломати параллелии аввала дар фазо ба худ монандро 
надоранд. Аломати охирин бошад дар фазо хам дуруст аст.

Теоремаи 4. Ду хати росте, ки ба хати рости сеюм 
параллел мебошанд, параллеланд.

Хангоми дар як хамворй чойгир будани хар сеи ин хатхои 
рост ин теорема дар планиметрия исбот карда шуда буд.

Исботро хангоми дар як хамворй чойгир набудани ин 
хатхо муваккатан мавкуф мегузорем (бо максади сода 
карданаш).

Акнун ду масъалаи содаро меорем, ки дар халли онхо 
теоремаи 4 истифода мешавад.

Масъалаи 4. Исбот мекунем, ки ба ду хати рости дар як 
хамворй чойгир набуда, хати рости ба онхо параллел 
гузаронидан мумкин нест.

Хал. Агар мумкин мебуд, он гох мувофики теоремаи 4 ин 
ду хати рост ба хам параллел мебуданд. Пас онхо дар як хам­
ворй чойгир мешуданд, ки ин ба шарти масъала зид аст.
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Пеш аз овардани шартхои масъалаи навбатй мафхуми 
чоркунчаи фазогй ё чиликиро дохил 
мекунем. Бигузор А, В, С се нуктаи дар 
як хати рост чойгир набуда мебошанд.
Онхо мувофики аксиомаи Сг хамвории 
а-ро муайян мекунанд. Бигузор D нук­
таи дар а  чойгир набуда аст (аксиомаи 
Ci) (расми 28). Ин чор нукта дар як 
хамворй намехобанд. Фигураи сар- 
бастае, ки порчахои АВ, ВС, CD ва DA 
тарафхои он мебошанд, чоркунчаи 
фазогй ё чиликй номида мешавад.

Масъалаи 5. Чоркунчаи фазогии 
A BCD дода шудааст (расми 29). Нишон 
медихем, ки миёначои тарафхои он 
куллахои параллелограмм мебошанд.

Х,ал. Бигузор нуктахои М, N, Р, Q 
мувофикан миёначои тарафхои А В,
ВС, CD ва DA хастанд. Дар секунча- 
хои DAC  ва ВАС, QP ва M N  хамчун 
хатхои миёнаи ин секунчахо ба тара­
фи А С параллеланд. Пас мувофики 
теоремаи 4 QP ба M N  параллел мебо­

шад. Инчунин Q P = ва M N = ^y,

яъне Q P -M N  аст. Агар чунин муло- Расми 29
хизаронихоро нисбати секунчахои 
ABD  ва BCD  гузаронем, он гох хосил мекунем, ки QM  ба 
PN  параллел буда, QP = MN мебошад. Параллелограмм 
будани чоркунчаи QPMN нишон дода шудааст.

1. Аксиомаро дойр ба хатхои рости параллел ва теоремаро 
дойр ба хатхои рости параллел дар хамворй баён кунед. 
Байни онхо чй гуна фаркият хает? 2. Теоремаро дойр ба 
хатхои рости параллел дар фазо баён кунед. Кадом акси­
ома ва теоремахо барои исботи он истифода карда ме­
шаванд? 3. Параллелии хатхои рост дар фазо чй хел дохил 
карда мешавад? 4. Аломати параллелии хатхои ростро дар 
фазо баён кунед.
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68. Х,амаи хатхои рост, ки ду хати рости додашудаи 
параллелро мебуранд, дар як хамворй чойгиранд. Инро 
исбот кунед.

69. Агар хдмворй яке аз хатхои рости параллелро бурад, он гох 
вай хати рости дигариро хам мебурад. Инро исбот кунед.

70. Нуктахои A,B,C,D дар як хамворй чойгир нестанд. Оё 
хатхои рости А В  ва CD хамдигарро бурида метавонанд?

71. Нуктаи Е  дар хамвории трапетсияи А BCD-и асосхояш 
AD  ва ВС  чойгир нест. Исбот кунед, ки хати рости аз 
миёначои порчахои ЕВ  ва ЕС  гузаронидашуда ба хати 
миёнаи трапетсия параллел аст.

72. Нуктаи Е  дар хдмвории параллелограмми ABCD  чой- 
гир нест. Исбот кунед, ки хати рости аз миёначои 
порчахои ЕА ва ЕВ  гузаронидашуда ба тарафи CD-и 
параллелограмм параллел аст.

73. Масъалаи 2-ро (ниг. ба сах. 30) бо шарти он, ки порчаи АВ  
хамвории е*г-ро мебурад ва АА, = а, ВВ, = b аст, хал кунед.

74. Аз охири А-и порчаи АВ  хамворй гузаронида шудааст. Аз 
охири В ва нуктаи С-и хамин порча хатхои рости параллел 
гузаронида шудааст, ки онхо хамвориро дар нуктахои В, ва 
С, мебуранд. Дарозии порчаи ВВ,-ро ёбед, агар: 1) СС, =
-  10см, А С : ВС -  2:3; 2) АС  -  a, DC — b, СС, = с бошад.

75. Нуктахои A,B,C,D  дар як хамворй чойгир нестанд. 
Исбот кунед, ки хатхои аз миёначои порчахои А В ва
ВС, AD  ва CD мегузаштагй бо хам параллеланд.

76. Параллелограммхои A BCD  ва ABC,D, дар хамворихои 
гуногун чойгиранд. Исбот кунед, ки чоркунчаи CDD,C, 
низ параллелограмм мебошад.

77. Параллелограмми ABCD  ва хамвории онро намебу- 
ридагй дода шудаанд. Аз куллахои параллелограмм 
хатхои рости параллел гузаронида шудаанд, ки онхо 
хамвории додашударо дар нуктахои А„ В„ С„ D„ ме­
буранд. Дарозии порчаи DD,-ро ёбед, агар: 1) А А ,-2м , 
ВВ ,-Зм , СС,=8м; 2)АА,=а, ВВ,-Ь, С С ,-с  бошад.
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78. Куби ABCD A,BICID I дода шудааст. Дар кадом руяхои 
он хатхои рости гайрипараллел ва бо хати роста А А , 
бурида намешудагй чойгир шуда наметавонанд?

79. Хата рости а дар хамворй чойгир аст. Аз нуктаи дар ин 
хамворй гирифташуда чанд дона хатхои рост, ки бо а 
чиликианд мегузаранд?

80. Дар ромб яке аз диагоналхо ба тарафаш баробар аст. 
Кунчхои ромбро ёбед.

81. Асосхои трапетсия хамчун 2:3 нисбат доранд. Хати 
миёнааш 5см аст. Асосхои трапетсияро ёбед.

82. Дар секунчаи баробарпахлуи A B C  (АВ=ВС) медианаи 
AD  ва биссектрисаи СЕ перпендикуляранд. Кунчи 
AD B -ро ёбед.

6. Чойгиршавии байни^амдигарии хати рост ва 
х,амворй. Параллелии онх,о

Чойгиршавии байнихамдигарии хати рост ва хамво- 
риро дар фазо дида мебароем. Мувофики натичаи пункти 2 
хамворй ва хати рости дар он чойгирнабуда ё дар як нукта 
бурида мешаванд, ё бурида намешаванд (ба расми 12 ниг.). 
Хамин тарик, барои хати рости а ва хамвории а се имко- 
ният мавчуд аст: 1) а дар а чойгир аст (ки дар планиметрия 
хамеша чой дошт); 2) а до а буриш дорад (расо дар як нук­
та); 3) а бо а буриш надорад (яъне а ва а  нуктахои умумй 
надоранд). Чи тавре аллакай мо дидем ду имконияти 
аввала амалишавандаанд. Пурсида мешавад, имконияти

сеюм хам амалй мешавад ё не?
А а  Исбот мекунем, ки барои х,ар гуна

хамвории а  хати рости а мавчуд аст, ки 
В ai бо or нуктахои умумй надорад.

Дар хамвории а  ду нуктаро интихоб 
карда хати рости а,-ро мегузаронем.
Баъд, берун аз а  нуктаи А -ро гирифта, аз 
руи он хати рости а-ро, ки ба хати рости 

а, параллел аст мегузаронем (расми 30). Мувофики теоремаи
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3 ин мумкин аст. Нишон медихем, ки хати рости а хамвории 
а-ро намебурад. Дар хакикат, хатхои рости а ва а, дар як 
хамвории /? чойгиранд ва дар айни хол а  ва /? гуногунанд ва 
аз руи хати рости а, бурида мешаванд. Агар дар хати рости а 
нуктаи В , ки дар а  чойгир аст, мавчуд мебуд, он гох В ба а, 
тааллук медошт, чунки нуктаи В ба хар ду хамворй тааллук 
дорад. Пас хатхои рости а ва а, хамдигарро мебуранд, ки ин 
ба созиш зид аст (а\\а,).

Монанди хатхои рост дар хамворй вазъ дар холати сеюм 
параллелии хати рост ва хамворй ном дорад. Инак, дорем:

Таъриф. Хати рост ва хамворй параллел номида 
мешаванд, агар онхо бурида нашаванд.

Эзох. Хати росте, ки дар хамворй чойгир аст ба 
хамворй параллел хисоб карда намешавад.

Дар боло мо мавчудияти хатхои рост ва хамворихои 
параллелро исбот намудем. Акнун ба муайян кардани 
аломати параллелии онхо машгул мешавем.

Теремаи 5. Агар хати рости дар хамворй чойгир иабуда, 
бо ягон хаги рости ин хамворй параллел бошад, он гох вай 
ба худи хамворй хам параллел мешавад.

Йсбот. Бигузор а хати ростест, ки 
ба хати рости дигари Ь, ки дар 
хамвории а  чойгир аст, параллел 
мебошад. Аз сабаби параллелй 
хатхои а ва Ъ дар як хамворй 
вокеъанд. Бигузор ин хамворй /7 аст 
(расми 31). Хамворихои а  ва /? аз руи 1 
хати рости Ъ бурида мешаванд.
Биноан агар а ва а  хамдигарро 
буранд, нуктаи буриш дар хати b 
чойгир аст. Ин номумкин аст, чунки хатхои а ва b 
мувофики шарти теорема параллеланд. Инак, хати рости а 
ва хамвории а  нуктаи умумй надоранд, яъне параллеланд. 
Теорема исбот шуд.

Теоремаи баръакс хам дуруст аст: Агар хати рост ба 
хамворй параллел бошад, он гох дар хамворй хати росте 
вучуд дорад, ки ба хати рости додашуда параллел аст.

Исбот. Бигузор а хати ростест, ки ба хамвории 
додашудаи а  параллел аст ва А нуктаи дилхохест дар а. 
Хати рости а ва нуктаи А хамвории /?-ро муайян мекунанд
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(рами 32). Х,амворих,ои а  ва /? 
дорой нуктаи умумии А ме- 
бошанд. Пас мувофики аксиомаи 
С4 онхо аз руи хати рост бурида 
мешаванд. Агар ин хати рост b 
бошад, он гох хатхои аъъЪ  дар як 
хамвории /? чойгиранд. Хати рости 
а бо от нуктаи умумй надорад, 
бинобар ин вай хати рости Ь-ро 
бурида наметавонад. Инак, хатхои 
рости а ва b дар як хамворй чойгир буда, нуктаи умумй 
надоранд, яъне параллеланд.

Аз теоремаи 5 ва теоремаи баръакси он чунин аломати 
параллелии хати рост ва хамворй бармеояд: Хати рост ба 
хамворй хамон вакт ва факат хамон вакт параллел аст, агар 
вай дар хамворй чойгир набошад ва ба ягой хате, ки дар 
хамворй чойгир аст, параллел бошад.

Хулоса. Агар хати рост ба хамворй параллел бошад, он 
гох дар ин хамворй микдори беохири (бехад зиёди) хатхои 
рост мавчуданд, ки хам ба хати рости додашуда ва хам 
байни худ параллеланд.

Дурустии ин хулоса аз аломати параллелй ва теоремаи 4 
бармеояд.

Акнун се масъаларо меорем, ки халли онхо ба 
истифодаи аломати параллелии хати рост ва хамворй асос 
карда шудааст.

Масъалаи 1. Хатхои рости 
чиликй дода шудаанд. Исбот 
мекунем, ки аз руи якеи онхо 
хамворй гузаронидан мумкин 
аст, ки он ба хати рости дигарй 
параллел аст.

Хал. Бигузор хати рости а ва 
b чиликианд ва нуктаи А дар 
хати а вокеъ аст (расми 33). Аз 
болои нуктаи А хати рости Ъ -ро, 
ки ба b параллел аст мегузаронем. Мувофики аксиомаи С4 

хати Ь ' ва а хамвории а-ро муайян мекунанд. Мувофики 
теоремаи 5 хамвории огба хати рости b параллел аст.
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Масъалаи 2. Дар тетраэдри A BCD  нуктахои А/ ва jV 
маркази вазнинии секунчахои BCD ва ACD  мебошанд. 
Муайян мекунем, ки магар хати рости M N  ба хамвории 
ABD  параллел аст ё на.

Х,ал. Бигузор Р  нуктаи буриши 
хатхои СМ  ва BD, Q нуктаи буриши 
хатхои CN  ва AD  аст (расми 34). Аз 
сабаби маркази вазнинй будани 
нуктахои М  ва N  дорем 

Р CM _ C N  _ 2 
CP ~ C Q ~  3 '

Барой хамин секунчаи C M N  ба 
секунчаи CPQ  монанд аст ва M N  ба 
PQ параллел аст. Азбаски PQ  дар 
хамвории ABD  чойгир аст, пас 
мувофики аломати параллели хати 

рости M N  ба хамвории A BD  параллел аст.

Масъалаи 3. Секунчаи ABC  дода шудааст. Хамвории ба 
хати рости А В параллел буда, тарафи АС- и секунчаро дар 
нуктаи А„ тарафи ВС-ро дар нуктаи В\ мебурад. Дарозии 
порчаи A iB i-ро меёбем, агар АВ  = 18см, АА,:АС  = 4:5 
бошад.

Хал. Услуби ба масъалаи планиметрй оварданро татбик 
намуда хати буриши хамвориро, хати AiBj-ро тасвир 
мекунем (расми 35). Мувофики аломати параллелй хати 

рости А,В, ба АВ  параллел аст ва дар 
хамвории A B C  секунчахои монанди ABC  
ва А /В ^ ,-р о  хосил мекунем. Мувофики

А,С _ А1В]
АС ~ АВ

монандии секунчахо Вале

А,С _ АС
АС АС

АА=1_ла=1Л Л
АС 5 5

Расми 35
А С 1

бинобар ин АХВХ = АВ- 1 =18- =3,6 см.
А С 5
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II. Исботи теоремаи 4-ро, ки аломати параллелии 
хатхои ростро дар фазо медод, бо 
максади сода карданаш мавкуф гу- 
зашта будем. Акнун бо истифодаи 
аломати параллелии хати рост ва 
хамворй исботи онро меорем.

Ин теорема тасдик мекард, ки ду 
хати рости ба хати рости сеюм па­
раллел байни худ параллеланд (ниг. 
ба сах. 31). Хрлатеро дида мебароем, 
ки хар се хати рост дар як хамворй 
чойгир намебошанд. Барои исбот 
фарз мекунем, ки хатхои рости а ва b 
ба хати рости с параллеланд (расми 36).

Нишон медихем, ки а ва Ъ параллел мебошанд. Дар хати 
рости а нуктаи дилхохи А-ро мегирем ва аз руи А ва хати 
рости с хамвории а, баъд аз руи А ва хати рости b хамвории 
/?-ро мегузаронем. А нуктаи умумии ин хамворихост, пас онхо 
хамдигарро аз руи хати рост мебуранд (аксиомаи С4).

Нишон медихем, ки ин хати буриш ба хати рости b 
параллел аст. Мувофики аломати параллелии хати рост ва 
хамворй хати рости b ба хамвории а  параллел аст. Хати 
буриш ва хати рости b дар хамвории /? чойгиранд. Онхо 
хамдигарро бурида наметавонанд, вагарна хати рости b 
хамвории а-ро мебурид. Яъне, хати буриш ба хати рости b 
параллел аст. Аз руи нуктаи додашудаи А ду хати рости 
гуногуни ба Ъ параллелро гузаронидан мумкин нест. Барои 
хамин хати буриш хати а аст. Ба хати рости b параллел 
будани хати а нишон дода шудааст.

Теоремаи 6. Агар яке аз хатхои рости параллел хам­
вориро бурад, он гох дигарй низ ин хамвориро мебурад.

Исбот. Бигузор а ва b ду хати рости параллел буда, хати 
рости а хамвории а-ро мебурад. Барои хати рости b се 
холат имконпазир аст: 1) вай дар а  чойгир аст; 2) вай ба а  
параллел аст; 3) вай а-ро мебурад. Агар b дар а  чойгир 
бошад, он гох мувофики аломати параллелии хати рост ва 
хамворй хати а ба а  параллел аст, ки ин номумкин
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мебошад. Рафту агар b ба а  параллел бошад, он гох дар а  
хати росте, вучуд дорад, ки ба Ъ параллел мебошад, 
масалан, хати рости с. Аз параллели а бар Ъ ва Ъ бар с 
бармеояд, ки а бар с параллел аст (теоремаи 4). Аз ин но, 
боз мувофики аломати параллелй параллелии а ба. а  
бармеояд, ки ин номумкин аст. Пас танхо холати 3)-ум 
имконпазир асту хал ос. Теорема исбот шуд.

Масьалаи 4. Тарафн ромби ABCD 4см аст. Тарафхои АВ  
ва AD  хамвории а-ро мувофикан дар нуктахои М  ва N  
мебуранд. Маълум, ки АМ=1см, A N -Зсм  аст. а) Нишон 
медихем, ки хатхои рости СВ ва CD хамвории а-ро мебуранд. 
б) Дарозии порчахои СМ, ва CNr po меёбем, ки дар ин чо 
мувофикан М , ва N, нуктахои буриши хатхои СВ ва CD бо 
хамвории а  мебошанд.

Хал* а) Дар ромб тарафхои 
мукобил параллеланд, яъне 
AB\\CD ва AD\\BC аст (расми 
37). Мувофики шарти масъала 
АВ  ва AD  хамвориро мебу­
ранд. Мувофики теоремаи 6 
хатхои ба онх,о параллели CD 
ва ВС низ хамвории а-ро 
мебуранд.

б) Нуктахои М„ Nj, М  ва 
N  нуктахои буриши хамвории а  бо хамвории AB C  
мебошанд. Барои хамин онхо дар як хати рост мехобанд. 
Аз сабаби параллелии хатхои рости A N  ба М ,В  секунчахои

ВМ Х A N
A M N  ва ВМ М , монанданд. Барои хамин ------ = ------  ё

ВМ  A M

ВМ  , = - ^ — В М , ВМ , = ^ • 3 = 9см .
1 AM  1 1

Пас СМ!=СВ+ВМ,-4+9=  1 Зсм.
Аз тарафи дигар, аз сабаби параллелии хатхои рости 

A M  ва D Nt секунчахои A M N  ва D N ,N  монанданд. Пас
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тарик,, GY, = CD + DJS!X = 4 + — = 4 — см.

DNX _ AM  
DN ~ AN  ’

1. Чойгиршавии байнихамдигарии хати рост ва хамвориро 
дар фазо тасвир намоед. 2. Дар кадом холат хати рост 
хамворй параллел номида мешаванд? Дар кадом холат онхо 
хамдигарро мебуранд. 3. Чй тавр аз нуктаи додашуда хати 
рости ба хамвории додашуда параллелро гузаронидан 
мумкин аст? 4. Аломати параллелии хати рост ва хамвориро 
дар фазо баён карда онро шарх дихед. 5. Яке аз хатхои рости 
параллел хамвориро мебурад. Нисбати хати рости дуюм ва 
хамворй чй гуфтан мумкин аст?

83. Исбот кунед, ки аз руи нук,таи додашуда хати ростеро 
гузаронидан мумкин аст, ки ба хар як ду хамвории 
хамдигарро мебуридагй параллел аст.

84. Маълум, ки ду хамворй хамдигарро мебуранд. М агар 
хамеша хамвории ба онхо параллелро гузаронидан 
мумкин аст? Агар мумкин бошад чунин хамвориро 
гузаронед.

85. Маълум, ки ду хамворй аз руи хати рости а бурида 
мешаванд ва хамвории а -ро аз руи хатхои рости 
параллел мебуранд. Исбот кунед, ки хати рости а ба 
хамвории а  параллел аст.

86. Исбот намоед, ки агар хамворй яке аз ду хамворихои 
параллелро бурад, он гох дигарашро низ мебурад.

87. Масъалаи 3-ро (ниг. ба сах- 37) хал кунед, агар: 1) А В -  10см, 
АА,:А,С= 5:3; 2) АА,= а, А В -b  , А,С=с бошад.

88. Асоси пирамидаи чоркунчаи SABCD  параллелограмм 
мебошад. Ч°йгиршавии байнихамдигарии хати росте, 
ки буриши хамворихои руяхои SAB  ва SCD  аст, бо 
хамвории асос A BCD  чй гуна аст?

89. Ду чоркунчаи хамворй A BCD  ва CDEF, ки хамвори- 
хояшон бурида мешаванд, дода шудаанд. Аз руи хати 
рости А В хамворй гузаронида шудааст, ки он хамвории

40



СДЕЕ-ро мебурад. Дар кадом холат хати буриши ин 
хамворихо ба хати рости А В параллел аст?

90. Исбот кунед, ки агар хати рости а ба хати рости Ъ ва 
хамвории а  параллел бошад он гох хати рости Ъ ё ба 
хамвории «параллел аст, ё дар он чойгир мебошад.

91. Исбот кунед, ки агар хар яке аз ду хамворихои 
хамдигарро мебуридагй ба хати рости додашуда 
параллел бошанд, он гох хати рости буриши ин 
хамворихо низ ба хати рости додашуда параллел аст.

92.* Исбот кунед, ки хар гуна буриши тетраэдр бо хам­
вории ба ду тегаи бо хам чиликии он параллелбуда, 
параллелограмм мебошад.

93.* Чор нуктаи А, В, С, D-и дар як хамворй чойгир набуда 
до да шудааст. Исбот кунед, ки хар гуна хамвории ба хатхои 
рости АВ  ва CD параллелнабуда хатхои рости А С, AD, BD, 
ВС-ро дар куллахои параллелограмм мебурад.

Масъала^о барои такрор

94. Кадом хусусияти ду хати рости хамдигарро мебуридагй 
ва ду хати рости параллелбударо ду хати рости 
чилликй надорад?

95. Чор нуктаи А,В,С,D-и дар як хамворй чойгир набуда 
дода шудаанд. Исбот кунед, ки хатхои росте, ки 
миёначои порчахои А В  ва CD, А С  ва BD, AD  ва ВС  
пайваст мекунанд, дар як нукта бурида мешаванд.

96. Трапетсияи A BCD бо диагонали А С  ба ду секунчаи 
монанд чудо мешавад. Диагонали А С  бо асос кунчи 
45°-ро ташкил мекунад, тарафхои пахлуй AD= 1 ва

В С -  л/2 мебошанд. Кунчхои трапетсияро ёбед.
97. Дар секунчаи A B C  BE - медиана, BD - баландй ва 

Z A -3 0 0, Z C - 45° аст. ZD BE-ро ёбед.

41



7. Чойгиршивии байнихамдигарии ду хамворй. 
Параллелии онхо

I. Мувофики аксиомаи С4 (пункти 2) агар ду хдмвории 
гуногун акаллан як нуктаи умумй дошта бошанд, он гох 
онхо аз руи хати рост бурида мешаванд. Дар ин холат, чи 
тавре ки мо аллакай медонем, ин хамворихоро 
буридашаванда меноманд. Мантикан холати дигар низ 
имконпазир аст, ки мо онро хамчун таъриф меорем.

Таъриф. Ду хамворй параллел номида мешаванд, агар 
онхо хамдигарро набуранд, яъне нуктахои умумй надошта 
бошанд.

Х,ар ду имконияти 
чойгиршавии ду хам­
ворй дар расми 38 
нишон дода шудааст. 
Дар аввал аломати па­
раллелии хамворихоро 
дида баромада, баъд ба 
масъалаи мавчудияти 
хамворихои параллел 
машгул мешавем.

ау
р /

а Р

а ) Хамворихои а ва р  
аз руи хати рости а 
бурида мешаванд

Расми 38

а)  Хамворихои а ва fS 
параллеланд

Теоремаи 7. (аломати 1-уми параллелии хамворихо). 
Агар ду хати рости хамдигарро мебуридагии як хамворй 
мувофикан ба ду хати рости хамвории дигар параллел 
бошад, он гох ин хамворихо параллеланд.

Исбот. Бигузор а ва b хатхои 
рости хамдигарро мебуридагии 
хамвории а  буда, а, ва Ь, хатхои 
рости ба онхо параллели хам­
вории /? мебошанд (расми 39).

Исбот кардан зарур аст, ки а  
ва р  бо хам параллеланд, яъне 
нуктаи умумй надоранд. Тео­
ремаро аз баръаксаш исбот ме­
кунем, яъне фарз мекунем, ки 
хамворихои а  ва /? параллел
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нестанд. Дар ин холат онх,о нуктахои умумй доранд ва 
мувофики аксиомаи С4 аз руи хати рост бурида мешаванд. 
Бигузор с хати буриш аст. Азбаски а ва Ъ мувофикан ба а, ва Ь, 
параллеланду а„ Ь, дар /? чойгиранд, пас мувофики аломати 
параллелии хати рост ва хамворй хосил мекунем, ки а ва b ба /? 
параллеланд.

Яъне, на хати а ва на хати b хати рости с-ро мебуранд. 
Аз ин чо ва аз сабаби он ки хатхои а, Ъ ва с дар як хамвории 
а  чойгиранд, бармеояд, ки а ва b ба с параллеланд. Ин 
танхо дар холате мумкин аст, агар а ва b хамчоя шаванд ё 
параллел бошанд. Вале мувофики шарти теорема ин хатхо 
хамдигарро мебуранд. Зиддияти хосилшуда нишон ме- 
дихад, ки фарзи кардашуда нодуруст аст, яъне хамворихо 
параллеланд. Теорема исбот шуд.

Теоремаи 8. (аломати 2-уми параллелии хамворихо). 
Агар хамворй ба ду хати рости хамдигарро мебуридагии 
хамвории дигар параллел бошад, он гох ин ду хамворй 
параллеланд.

Исбот. Фарз мекунем, ки хатхои рости а ва b хам­
дигарро мебуранд, онхо дар хамвории а  чойгиранд ва ба 
хамвории /? параллеланд. Нишон медихем, ки а  ва /? 
параллел мебошанд. Агар ин тавр намебуд, онхо аз руи 
хати рости с бурида мешуданд. Мувофики аксиома дойр ба 
хатхои рости параллел а ё b бо хати рости с нуктаи умумй 
дорад. Яъне, а ё b хамвории /?-ро мебурад, ки ин ба 
параллел будани онхо ба у зид аст. Дурустии тасдик нишон 
дода шудааст.

Эзох. Дар аломатхои парал­
лелии хамворихо хамдигарро бу- 
ридани хатхои рост мухим аст. 
Вагарна ду хати рости а ва Ь-ро, 
ки ба хати рости с параллеланд 
(расми 40) гирифта, хосил ме­
кунем, ки а ва b ба хамвории а  
параллел буда, вале хамвории fi ба 
хамвории «параллел нест.

Расми 40
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Масъалаи 1. Маълум, ки тарафхои АВ  ва ВС-и секунчаи 
ЛВС ба хамвории а  параллеланд. Нишон медихем, ки 
хамвории ABC  ба а  параллел аст.

Хал. Дар х,амвории AB C  хатхои рости АВ  ва ВС  ду хати 
хамдигарро мебуридагй мебошанд. Онхо ба хамвории а  
параллеланд. Пас мувофики теоремаи 8 хамворихои ABC  
ва апараллеланд.

Масълаи 2. Маълум, ки хати рости а дар хамвории а  
чойгир аст ва а  ба хамвории /? параллел аст. Нишон 
медихем, ки и ба /7 параллел аст.

Хал. Дар хакикат, агар хати рости а ба хамвории /? 
параллел набошад, он гох онхо нуктаи умумй доранд. Ин 
нукта нуктаи умумии а  ва /? низ хает. Вале онхо 
параллеланд. Пас чунин нукта вучуд надорад, яъне а ва /? 
параллел мебошанд.

Масъалаи 3. Дар тетраэдри

A BCD ва хати рости
DB АС ^

А ,С , ба хати А С  параллел аст 
(расми 41). Нишон медихем, ки 
хамворихои ABC  ва A jB ^ ,  
параллеланд.

Хал. Аз сабаби параллелии 
A jСj ва А С  секунчахои D A,Ct ва 
DAC  монанданд. Барой хамин
DC, Л,С,= . Аз ин чо ва аз шарти 
DC АС

DC , Щ  _ _масъала хосил мекунем: = . Ин нишон медихад, ки
DC DB

секунчахои DC,B, ва DC В монанданд. Пас С,В, ба СВ 
параллел аст. Инак, ду хати рости хамдигарро мебуридагии 
хамвории ABC  (хатхои А С  ва СВ) ба ду хати рости хам­
дигарро мебуридагии хамвории А,В,С, параллел мебошад. 
Пас мувофики теоремаи 7 ин хамворихо параллеланд.

Расми 41
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Масъалаи 4. Маълум, ки хатхои рости а ва b чиликианд. 
Нишон медихем, ки агар хар дуй онхо ба хамворихои а  ва /7 
параллел бошанд, он гох ин хамворихо параллеланд.

Х,ал. Аз сабаби параллелии а ба а  ва ба /? мувофики 
аломати параллелии хати рост ва хамворй, хатхои рости а,- 
ро дар а  ва а2-ро дар /? ёфтан мумкин аст, ки онхо ба а 
параллеланд. Мувофикан, аз руи параллелии Ъ ба а  ва ба /? 
хати рости Ьг ро дар а  ва Ь2-ро дар /?, ки онхо ба b 
параллелланд. Мувофики аломати параллелии хатхои рост 
а, ба а2 ва Ь, ба Ь2 параллел мебошанд. Мувофики шарти 
масъала хатхои а ва Ъ чиликианд. Бинобар ин а, ва Ь, 
параллел шуда наметавонанд. Пас онхо хамдигарро 
мебуранд, чунки дар як хамворй чойгиранд. Айнан хамин 
мулохизарониро нисбати хатхои а2 ва Ь2 такрор карда, 
хосил мекунем, ки ин хатхо низ хамдигарро мебуранд. Аз 
ин чо ва аз параллелии а, ба а, ва Ь, ба Ь2 мувофики 
теоремаи 7 параллелии хамворихои а  ва /? бармеояд.

II. Ба масъалаи мавчудияти хамворихои параллел 
бармегардем. Пурсида мешавад, ки оё аз руи нукта, ки дар 
хамвории додашуда чойгир нест, ба ин хамворй хамвории 
параллел гузаронидан мумкин аст ё на. Ба ин савол тасдики 
зерин чавоб медихад.

Теоремаи 9. Аз нуктаи аз хамвории додашуда берун 
хамвории ба хамвории додашуда параллел гузаронидан 
мумкин аст ва дар айни хол факат якто.

Исбот. Бигузор а  хамворй ва А нуктаи дар он вокеъ 
набуда аст. Исботро ба ду кием чудо мекунем:

а) Мавчудияти хамворй. Бигузор а ва b ду хати рости 
дар хамвории а  хамдигарро мебуридагй мебошанд. Аз руи 
нуктаи А хатхои рости а, ва 6;-ро, ки ба хатхои рости аъа.Ъ 
параллеланд мегузаронем. (Барои ин кифоя аст, масалан, аз 
руи А ва хати а хамворй гузаронида, дар ин хамворй хати 
аг ро созем.) Хатхои рости а, ва Ь, хамдигарро мебуранд, 
барои хамин онхо хамвории /?-ро муайян мекунанд 
(аксиомаи С4). Мувофики теоремаи 7 ин хамворихо 
параллеланд.
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б) Ягонагии хамворй. Фарз мекунем, ки хдмвории 
дигари /?, вучуд дорад, ки нуктаи А -ро дар бар гирифта ба а  
параллел аст. /5, хдм а, ва хам Ь,-ро дар бар гирифта 
наметавонад. Вагарна бо /? хамчоя мешуд. Барои хамин 
акаллан яке аз онхо, а, ё Ь, хамвории /?;-ро мебурад. 
Бигузор чунин хат хати а, аст. Аз параллелии а ва а, бар­
меояд, ки а низ хамвории /?,-ро мебурад. Ин бошад ба 
параллелии а  ва зид аст. Инак, хамвории /? ба таври 
ягона муайян карда мешавад.

Аз теорема чунин хулосахо бармеоянд:
1. Хатхои рости ба хамвории додашуда параллел, ки аз 

руи нуктаи додашудаи берун аз хамворй мегузаранд, дар 
хамворие чойгиранд, ки он ба хамвории додашуда параллел 
буда, ин нуктаро дар бар мегирад.

2. Аз руи хати росте, ки ба хамвории додашуда па­
раллел аст, хамвории ба ин хамворй параллел гузаронидан 
мумкин аст ва дар айни хол факат якто.

3. Хар гуна хати рости дар яке аз хамворихои параллел 
чойгирбуда, ба хамвории дуюм параллел аст.

4. Хар гуна хамворие, ки бо яке аз ду хамворихои 
параллел буриш дорад, хамвории дуюмро низ мебурад.

5. Хар гуна ду хамворие, ки ба хамвории сеюм 
параллеланд, байни худ параллел мебошанд.

Эзох. Теоремаи 9 ба теоремаи стереометрии дойр ба 
хатхои рости параллел дар фазо (теоремаи 3) монанд аст.

Аз панч хосияти дар боло овардашуда танхо охи- 
ринашро исбот мекунем. Фарз мекунем, ки хамворихои а  
ва /? ба хамвории /параллеланд. Нишон медихем, ки а  ва /? 
хамдигарро намебуранд.

Фарз мекунем, ки хамворихои а  ва /? хамдигаоро ме­
буранд, яъне онхо нуктаи умумй доранд. Пас аз руи ин 
нукта ду хамвории гуногуни а  ва /?-и ба хам! ории у  
параллел мегузарад. Ин бошад ба теоремаи 9 зиддият 
мекунад. Инак, хамворихои а  ва /? хамдигарро намебуранд, 
яъне онхо байни худ параллел мебошанд.
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III. Пурсида мешавад: хангоми ду хамвории параллелро 
буридани хамвории сеюм чй хосил мешавад? Албатта, 
чуфти хатхои рост хосил мешавад.

Теоремаи 10. Агар ду хамвории 
параллел бо хамвории сеюм бурида 
шаванд, он гох хатхои рости буриш 
параллел мебошанд (расми 42).

Исбот. Бигузор ва (3 хамворихои 
параллеланд ва хамвории у  онхоро 
мебурад. Мувофикдн, хатхои а ва b 
буриши у  бо а  ва бо /? мебошанд 
(расми 42). Хатхои рости а ва b дар 
як хамворй чойгиранд. Агар онхо 
параллел набошанд, пас нуктаи Расми 42
умумй доранд. Ин нукта ба хар ду
хамворихои а  ва /? тааллук дорад. Ин номумкин аст, чунки 
онхо параллеланд. Пас хатхои рости а ва b параллеланд.

Татбики ин теоремаро дар халли ду масъала нишон 
медихем.

Масъалаи 5. Маълум, ки нугхои порчахои параллел дар 
ду хамвории бо хам параллел чойгиранд. Нишон медихем, 
ки онхо бо хам баробаранд.

Хал. Бигузор а  ва /? ду хам­
вории параллел мебошанд, А В ва 
DC  ду порчаи параллел, ки нукта­
хои A,D  ба а  ва нуктахои В, С ба /? 
мутаалликанд (расми 43). Хатхои 
А В ва DC  хамчун хатхои параллел 
хамвории у -ро муайян мекунанд. А 
ва D нуктахои умумии хамворихои 
а  ва у  хастанд. Барой хамин хати 
рости AD  буриши ин хамворихост. 

Чунин мулохизаронихоро нисбати 
ува р  такрор карда хосил мекунем, ки хати рости ВС буриши у 
ва р  аст. Мувофики теоремаи 10 AD  ба ВС  параллел мебошад, 
чунки а  ба/? параллел аст. Бар замми ин, мувофики шарт АВ  ба 
DC  параллел аст. Пас ABCD  параллелограмм мебошад, яъне 
AB=DC.

y\

/ ' 1
\

\\й
\3/
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Расми 43
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Масълаи 6. Аз куллаи секунчаи ABC, ки дар яке аз ду 
х,амвории бо хам параллел чойгир асг, хатхои рости параллел 
гузаронида шудаанд, ки онхо хамвории дуюмро дар нуктахои 
А^В^С, мебуранд. Нишон медихем, ки секунчахои ABC  ва 
А,В,С, баробаранд.

Х,ал. Шарти масъала ва 
теоремаи 10-ро истифода кар­
да, чи тавре хангоми халли 
масъалаи 5 амал карда будем 
рафтор намуда,
параллелограмм будани
чоркунчахои АВВ,А, ва 
АСС,А ,-ро мукаррар мекунем 
(расми 44). Барои хамин 
AB=A,Bh BC=B,Cj, АС=А,С,. 
Баробар будани секунчахои 

ABC  ва А /В/С, аз аломати баробарии секунчахо аз руи се 
тараф бармеояд.

IV. Дар планиметрия теоремаи Фалесро нисбати хат­
хои рости параллел ва хатхои рости онхоро мебуридагй 
дида баромада будем. Акнун теоремаи ба он монандро нис­
бати хамворихои параллел ва хатхои рости онхоро мебу­
ридагй меорем.

Теоремаи 11. (Теоремаи Фалес дар фазо). Агар ду хати 
рост бо хамворихои параллел бурида шаванд, он гох порча- 
хои дар байни хамворихо буда байни худ мутаносибанд.

Исбот. Бигузор а, Д у  се 
хамвории байни худ параллел 
мебошанд. Хати рости а он­
хоро мувофикан дар нуктахои 
А, В, С ва хати рости b дар 
нуктахои D,E,F  мебурад 
(расми 45).

Исбот кардан лозим, ки 
АВ DE
ВС EF
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мебошад. Аз руи нуктаи D хати рости а,-ро, ки ба а 
параллел аст мегузаронем. Хати рости а хамворихои /? ва у  
ро мебурад. Мувофики теоремаи 6 хати рости а, низ ин 
хамворихоро мебурад. Бигузор В , ва С, нуктахои 
буришанд. Аз сабаби параллел будани ос, Д у  ва инчунин 
параллелии а ва а, дорем (ниг. ба халли масъалаи 5)

AB=DB„ ВС=В,С,. (2)

Хатхои рости b ва а, хамдигарро мебуранд, биноан онхо 
хамвории Л -ро муайян мекунанд. Аз сабаби параллелии /? 
ва у хати буриши А бо /? бо хати буриши А бо у параллел 
аст (теоремаи 10). Яъне, В,Е  ба C,F  параллел буда, 
секунчахои DB,E  ва DC,F  монанданд. Барои хамин

Ш , _ DE 
5,С, ~ EF '

Аз ин чо ва аз (2) баробарии (1) хосил мешавад. Теорема 
исбот шуд.

Масъалаи 7. Хамво­
рихои а, р  ва у  паралле­
ланд. Онхо бо ду хати 
хамдигарро мебуридагй 
мувофикан дар нуктахои 
А,М ,В  ва C,N,D  бурида 
мешаванд (расми 46). 
Маълум, ки АМ -Ъсм, 
А В -8см  ва ND=\2cm  аст. 
Дарозии C/V-po меёбем.

Хал. Мувофики теоремаи Фалес дорем

А зин чо CN  = ■ ND  = 3 • 12 = 36 = 1,2см. 
MB 5 5

AM
MB

CN
ND
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1. Дар кадом холат ду хамворй параллел номида мешаванд? 
Хдмдигарро мебуридагй -  чй? 2. Аломатхои параллелии 
хамворих,оро баён кунед. Дар айни хол хамдигарро 
буридани хатхои рост дар онхо магар мухим аст?
3. Теоремаро дар бораи мавчудият ва ягона будани 
хдмвории параллел баён кунед. Хулосахои онро шарх дода, 
накшахои заруриро кашед. 4. Дойр ба буриши хамворй бо 
хамворихои параллел чй гуфтан мумкин аст? 5. Теоремаи 
Фалесро дар фазо шарх дихед.

98. Исбот кунед, ки агар хати рост яке аз ду хамворихои 
параллелро бурад, он гох дигарашро хам мебурад.

99. Хамворихои а  ва (3 хамдигарро мебуранд. Исбот 
кунед, ки хар гуна хамвории у  акаллан яке аз ин хам­
ворихоро мебурад.

100. Аз руи куллахои параллелограмми A BCD, ки дар яке 
аз ду хамворихои параллел чойгир аст, хатхои рости 
параллел гузаронида шадааст. Ин хатхои рост хам­
вории дуюмро дар нуктахои A ^B ^C ^D , мебуранд. 
Исбот кунед, ки чоркунчаи AjBjCjD, низ параллело­
грамм мебошад.

101. Исбот кунед, ки агар чор хати рост, ки аз руи нуктаи Л мегузарацд 
хамвории а-ро дар куллахои параллелограмм буранд, он шх 
онхо хар гуна хамвории ба а  параллел буда ва аз нуктаи А 
намегузаштагиро низ дар куллахои параллелограмм мебуранд

102. Ду хамвории параллел дода шудааст. Аз руи нуктахои А 
ва В-и яке аз ин хамворихои параллел хатхои рости 
параллел гузаронида шудаанд, ки онхо хамвории дуюмро 
дар нуктахои А, ва В, мебуранд. Дарозии порчаи А,В, 
чанд аст, агар А В-4см  бошад?

103. Се хати рост, ки аз руи як нукта мегузаранд, хамвории 
додашударо дар нуктахои А, В, С ва хамвории ба он 
параллелро дар нуктахои А ,,В ,,С, мебуранд. Монан- 
дии секунчахои A B C  ва A jB jC ,-ро исбот кунед.

104*. Се хамвории бо хам параллели а,, а2, а} дода шуда­
анд. Бигузор X,, Х 2, Х 3 нуктахои буриши ин хамворихо 
бо хати рости дилхох аст. Исбот кунед, ки нисбати 
дарозии порчахо Х ,Х 2:Х2Х 3 аз хати рост вобаста нест, 
яъне барои хдр гуна ду хати рост якхела аст.
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105. Ду хамвории бо хам параллел ва нуктаи Р-и дар байни 
онхо чойгир буда дода шудаанд. Ду хати рости аз 
нуктаи Р мегузаштагй хамвории ба Р наздиктар бу- 
даро дар нуктахои А , ва А 2, хдмвории дуртар бударо 
дар нуктахои В, ва В2 мебурад. Дарозии порчаи В,В2- 
ро ёбед, агар: 1) А 1А 2=6см ва РА,:А,В,=3:2;
2) А ,А 2=10см ва РА,:А ,В ,=2:3 бошад.

106. Бигузор ABCDA,B,C,D, параллелепипеда росткунча аст 
(расми 47). Исбот намоед, ки нуктахои A,C,B,,D, дар як 
хамворй чойгир нестанд.

107. Исбот кунед, ки дар параллелепипеди росткунчаи 
ABCDA,B,CiD, хамворихои A,BD  ва СВ,Ъ, бо хам 
параллеланд.

108. Исбот кунед, ки дар параллелепипеди росткунча диагонали
АС, бо хамворихои A,BD ва CB,D, ба се порчаи баробар 
чудо карда мешавад.

109*. Бигузор K ,L ,M ,N ,0 ,P  миёначои тегахои дар расми 47 
нишон додашудаи параллелепипед мебошанд. Исбот 
кунед, ки ин нуктахо дар як хамворй чойгиранд.

Масъалах,о барои такрор

110. Исбот кунед, ки хати рости d,_____
АВ  ба хамвории CD А , парал­
лел аст (расми 47).

111. Нуктахои А,В, С,D дар як хам- А>' 
ворй чойгир нестанд. Нук­
тахои К,М,Р  миёначои порча- р> 
хои АВ, ВС, BD мебошанд.
Исбот кунед, ки хамвории л<
КМ Р  ба хатхои рости А С  ва 
BD параллел аст.

112. Дар тарафи ВС-и квадрата A BCD  нуктаи дилхохи М  
гирифта шудааст. Биссектрисаи кунчи D A M  тарафи 
CD-ро дар нуктаи N  мебурад. Исбот кунед, ки 
AM =BM +D N  аст.

113. Дар секунчаи AB C  тарафи ВС=а, Z.B=$, та -  медианаи 
ба тарафи ВС  фаровардашуда маълуманд. Тарафхои 
дигар ва кунчхои секунча ёфта шаванд.

51



§3. ПЕРПЕНДИКУЛЯРИИ ХАТХОИ РОСТ ВА 
ХАМВОРИХО ДАР ФАЗО

8. Перпендикулярии ду хати рост, хати рост ва 
хамворй. Перпендикуляр ба хамворй

I. Дар катори муносибати параллелй, дар геометрия 
муносибати перпендикуляры дорой мавкеи мухим мебошад. 
Бар хилофи холати х,амворй, ки танхо дойр ба 
перпендикулярии ду хати рост сухан рондан мумкин буд, 
дар фазо се имконият хает: перпендикулярии: а) ду хати 
рост; б) хати рост ва хамворй; в) ду хамворй. Инро дар 
мисоли параллелепипеди росткунчд баралло пайхас кардан 
мумкин аст. Мо акнун ин муносибатхоро пай дар пай, аз 
перпендикулярии ду хати рост cap карда меомузем.

Чи тавре медонем, дар хамворй агар хангоми бурида 
шудани ду хати рост кунчхои рост хосил шаванд, он гох, 
онхоро перпендикуляр меноманд. Баъд, дар хамворй аз 
нуктаи додашуда, новобаста ба он ки вай дар хати рост 
чойгир аст ё на, ба хати рост перпендикуляр гузаронидан 
мумкин аст ва дар айни хол факат якто. Чун дар хамворй 
таърифи зеринро дохил мекунем.

Таърифи 1. Ду хати рост дар фазо перпендикуляр номида 
мешаванд, агар онхо дар зери кунчи рост бурида шаванд.

К,айд мекунем, ки бурида шудани хатхои рост дар ин 
таъриф нихоят мухим аст.

Масъалаи мавчудият ва ягона будани перпендикуляр- 
ро ба хати рости а дар фазо, ки аз руи нуктаи додашудаи А 
мегузарад меомузем.

Расми 48

а) Бигузор нуктаи А 
дар хати рости а чойгир 
аст (расми 48). Нуктаи аз 
хати рости а беруни 5-ро 
гирифта аз руи ин нукта 
ва хати рости а хамвории 
а-ро мегузаронем (теоре­
маи 1) Дар хамвории o 'аз 
руи нуктаи А, мувофики
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теоремаи планиметрй хати рости Ь-ро, ки ба а перпенди­
куляр аст, гузаронидан мумкин аст. Мо дида будем, ки аз 
руи як хати рост микдори беохири хамворихоро гузарони­
дан мумкин аст (ниг. ба пункти 2). Дар хар яки ин хдм- 
ворихо аз руи нуктаи А ба хати рости а перпендикулярро 
гузаронидан мумкин аст. Онхо гуногунанд, чунки дар 
холати якхела будани онхо хамворихо хамчоя мешуданд, ки 
вазъ ин тавр нест. Ин перпендикулярхо хатхои ростанд, ки 
аз атрофи нуктаи А мисли сиххои чархи велосипед хамчун 
марказ cap мешаванд ва микдорашон бехисоб (бехад бисёр) 
аст. Тавофути холати фазогй аз холати хамворй махз дар 
хамин аст.

б) Бигузор нуктаи А берун аз хати рости а чойгир аст. 
Мувофики теоремаи 1 ягона хамвории а  вучуд дорад, ки аз 
руи нуктаи А ва хати рости а мегузарад. Дар хамвории а  аз 
руи теоремаи планиметрй аз нуктаи А ба хати рости а якто 
перпендикуляр гузаронидан мумкин аст. Мебинем, ки вазъ 
дар ин чо айнан бо вазъ дар хамворй якхела аст. Яъне, дар 
фазо хам аз нуктаи берун аз хати рост ба он танхо якто 
перпендикуляр гузаронидан мумкин аст.

Тасдики зерин хосияти хатхои рости параллелро 
нисбати перпендикулярй муайян мекунад.

Теоремаи 12. Агар яке аз ду хатхои рости параллел ба 
хати рости сеюм перпендикуляр бошад, он гох хати рости 
дигарй хам ба ин хат перпендикуляр аст.

Исбот. Фарз мекунем, ки 
хатхои рости а ва Ъ па­
раллеланд ва а ба хати рости 
с перпендикуляр мебошад 
(расми 49). Аз нуктаи дил- 
хохи фазо А  хатхои рости а, 
ва С/-ро мегузаронем, ки онхо 
ба а ва с мувофикан парал­
леланд. Аз параллелии а, ва а, 
инчунин а ва Ъ мувофики теоремаи 4 бармеояд, ки хатхои 
рости а, ва b параллеланд. Яъне, кунчи байни b ва с ба кунчи 
байни а, ва с, баробар аст. Перпендикулярии хатхои рости b 
ва с нишон дода шудааст.
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Хосияти зерини мухими хатхои рости перпендикулярро 
дар фазо беисбот меорем, гарчанде исботаш на он кддар 
мураккаб аст. Вай хосияти маълумро аз планиметрия дар 
фазо умумият мебахшад.

Теоремаи 13. Агар ду хати рости хамдигарро мебуридагй 
ба ду хати рости перпендикуляр мувофикан параллел 
бошанд, он гох онхо низ перпендикуляранд (расми 50). Яъне, 
агар а ± b, a\\ai, b\\bi бошад, он гох я/ -L bi аст.

II. Акнун ба перпендикулярии хати рост ва хамворй 
машгул мешавем.

Таърифи 2. Хати росте, ки хамвориро мебурад, ба ин 
хамворй перпендикуляр номида мешавад, агар вай ба хар як 
хати росте, ки дар ин хамворй чойгир аст ва аз нуктаи 
буриш мегузарад, перпендикуляр бошад (расми 51).

Чунин масъала мегузорем: чй тавр 
дар амалия перпендикулярии хати 
ростро ба хамворй муайян кардан 
мумкин аст? Барои ин ду санчиш - 
гузоштани хаткашаки секунчавй, чи 
тавре, ки дар расми 52 нишон дода 
шудааст, кифоя аст. Ин тарзи санчиш 

Расми 52 ба чунин аломати перпендикулярии
хати рост ва хамворй меорад, ки мо 

онро бе исбот кабул мекунем:
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Теоремаи 14. Агар хати рост ба ду хати рости хамди­
гарро мебуридагии хамворй перпендикуляр бошад, он гох 
вай ба хамворй перпендикуляр аст.

Масъалаи 1. Дар секунчаи росткунчаи 
баробарпахдуи ABC, АВ=ВС=4см аст. Нук­
таи М  дар хдмвории ABC  чойгир нест ва 
нуктаи N  миёначои тарафи АС  аст. Маъ­
лум, ки порчаи M B  ба тарафх,ои А В ва ВС 
перпендикуляр буда, M B -  2 /У  см мебо­
шад (расми 53). Дарозии порчаи MN-po 
меёбем.

Х,ал. Тарафи А С  гипотенуза аст. Барои Расми 53 
хамин мувофики теоремаи Пифагор

АС  = АВ2 + ВС 2 = 42 + 42 = 32 = 4  2 см.
Аз сабаби он ки B N  медиана мебошад дорем

BN = AB2 - A N 2 = 4 2 -  (2 2)2 = 1 6 - 8  = 2  2 см.
M B  ба ВС  ва А В перпендикуляр мебошанд, барои 

хамин мувофики теоремаи 14 M B  ба хамвории ABC  
перпендикуляр аст, яъне M B  ба BN  хам. Боз аз руи 
теоремаи Пифагор
M N 2=MB2+BN2=8+8=16. Аз и н  4 0  MN=4cm.

Ш. Акнун ба сохтани хамвории ба хати рост 
перпендикуляр, ки он аз нуктаи додашуда мегузарад, машгул 
мешавем.

Масъалаи 2. Исбот мекунем, ки аз 
нуктаи дилхохи фазо ягона хамвории 
ба хати рости додашуда перпендикуляр 
гузаронидан мумкин аст.

Хал. Мисли кисми I ду холатро 
дида мебароем.

а) Нуцта дар хати рост чойгир аст.
Бигузор хати рости а дода шудааст ва 
нуктаи А дар он чойгир аст (расми 54).
Ду хамвории гуногуни а  ва /?-ро ме- 
гирем, ки хати а хати буриши онхо аст.
Мисли кисми I хати рости £-ро дар
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хамвории а  месозем, ки низ ба а перпендикуляр буда, аз 
нуктаи А мегузарад. Мувофикан, хати рости о р о  дар /? 
месозем, ки низ ба а перпендикуляр буда, аз нуктаи А 
мегузарад. Мувофики аксиомаи С4 аз болои хатхои рости b 
ва с ягона хамвории р-ро гузаронидан мумкин аст. Инак, 
хати рости а ба ду хати рости хамдигарро мебуридагии b ва 
с-и хамвории у  перпендикуляр аст. Пас мувофики теоремаи 
14 хамвории у  ва хати рости а байни худ перпендикуляранд.

б) Нуцта дар хати рост 
цойгир нест. Бигузор а хати 
додашуда ва А нуктаи дар он 
чойгир набуда мебошанд (расми 
55). Хати рости а ва нуктаи А 
хамвории ог-ро муайян мекунанд. 
Дар хамвории а  хати рости Ь-ро 
месозем, ки аз руи нуктаи А 
гузашта ба хати а перпендикуляр 
аст ва онро дар нуктаи В  мебу­
рад (кисми I). Бигузор /У хам­

вории дигарест, ки хати а-ро дар бар мегирад. Хати рости с- 
ро дар р  месозем, ки а-ро дар нуктаи В  бурида, ба он пер­
пендикуляр аст. Хатхои рости b ва с хамдигарро дар нуктаи В 
мебуранд, пас онхо мувофики аксиомаи С4 хамвории ^-ро 
яккимата муайян мекунанд. Аз сабаби перпендикулярии а ба 
ду хати b ва с-и хамдигарро мебуридагии хамвории у  муво­

фики теоремаи 14 хати 
рости а ба хамвории у  пер-

- ~ , пендикуляр аст.
Акнун ягона будани 

чунин хамвориро нишон 
медихем. Баръаксашро 
фарз мекунем. Яъне фарз 
мекунем, ки чунин хамво­
рихо акаллан дутоанд. Он- 
хоро бо у, ва у2 ишорат 
менамоем (расми 56). 
Бигузор В  нуктаи буриши
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хати рости а бо у, ва С нуктаи буриши ин хат бо у2 аст. 
Х,амин тарик, дар хамвории а  ба хати рости а ду 
перпендикуляри гуногуни АВ  ва А С -ро хосил мекунем, ки ин 
ба теоремаи планиметрии оид ба ягона будани 
перпендикуляр дар як хамворй зиддият мекунад.

Масъала пурра хал карда шуд. Акнун хак дорем, ки 
далели умдаро баён намоем:

Теоремаи 15. Аз нуктаи дилхохи фазо хамвории ба хати 
рости додашуда перпендикулярро гузаронидан мумкин аст 
ва дар айни \ол  фанат якто.

Эзох Дар кисми I-и хамин пункт чи тавр ба хати рости 
додашуда сохтани хати рости перпендикулярро, ки аз 
нуктаи додашуда мегузарад, нишон до да будем. Айнан 
хамин тавр масъалаи аз нуктаи додашуда ба хамворй 
сохтани хати рости перпендикуляр ва ягона будани онро 
муоина кардан мумкин аст. Мо тарзи ин созишро 
намеорем, вале аз ин натичаи умда, яъне аз дурустии он, 
дар оянда истифода мекунем, масалан, дар кисми П-и 
пункти баъдина ва дар пункти 10.

1. Байни перпендикулярии хатхои рост дар фазо ва дар 
хамворй чй фаркият хает? 2. Теоремаи умумиро дойр ба 
мавчудият ва ягонагии перпендикуляри ба хати рости 
додашуда аз нуктаи додашуда гузаронидашударо баён 
кунед. Тасдикот дойр ба мавчудият ва ягонагй оё дуруст 
аст, агар хатхои рост дар фазо муоина шаванд? 3. Дар 
теоремаи дойр ба хатхои росте, ки ба хатхои рости 
перпендикуляр параллеланд, чй тасдик карда мешавад?
4. Таъриф ва аломати перпендикулярии хати рост ва 
хамвориро дар фазо оред. Бартарии аломат (теоремаи 14) 
нисбати таъриф дар чй хозир мегардад? 5. Мавчудият ва 
ягонагии хамвориеро, ки аз нуктаи додашуда гузашта ба 
хати рост перпендикуляр аст, исбот намоед.

114. Оё тасдик кардан мумкин аст, ки хати росте, ки 
доираро дар марказ мебурад ва ба: а) диаме'ср; б) ду 
диаметр; в) радиус; г) ду радиус перпендикуляр аст, ба 
хамвории дойра перпендикуляр мебошад?
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115. Аз нуктаи А -и хати рости а х д м в о р и и  /3ва хати рости 
Ъ гузаронида шудаанд, ки хар дуй онхо ба а 
перпендикуляранд. Исбот кунед, ки хати рости b дар 
хамвории (3 чойгир аст.

116. Дар фазо се хати ростеро созед, ки онхо аз руи як 
нукта гузашта, чуфт-чуфт перпендикуляр бошанд.

117. Нуктахои К  ва М  миёначои тегахои АВ  ва DC-и 
тетраэдри рости A BCD мебошанд. Исбот кунед, ки хати 
рости К М  ба хатхои рости А В ва CD перпендикуляр аст.

118. Секунчаи росткунчаи ABC  дода шудааст. Нуктаи М  
берун аз хамвории секунча хамин тавр чойгир аст, ки 
хати рости МА  ба А В ва хати рости М С  ба А С  
перпендикуляранд. Исбот кунед, ки хамвории 
секунчаи ABC  ба М С  перпендикуляр аст (расми 57).

Масъала^о барои такрор

119. Чор хати рости параллел дода шудааст. Исбот кунед, 
ки агар ягон хамворй ин хатхои ростро дар куллахои 
параллелограмм бурад, он гох хамворие, ки ба ин 
хатхои рост параллел нест, ин хатхоро дар нуктахои 
ягон параллелограмм мебурад.

120. Яке аз катетхои секунчаи росткунчаи ABC  ба 15см ва 
BD - проектсияи катети дигар „ба гипотенузаи А В ба 
16 см баробар аст (расми 58). Радиуси давраи 
дарункашидаи секунчаро ёбед.

121. Баландии ромб ба \0см, кунчи тезаш ба 30° баробар 
аст. Масохати ромбро ёбед.



9. Теоремах,о дар бораи ду перпендикуляр. 
Перпендикуляр ва моил ба хамворй

I. Ба ду савол чавоб медих,ем: 1) дойр ба хати росте, ки ба 
яке аз хамворихои параллел перпендикуляр аст, чй гуфтан 
мумкин аст? 2) дойр ба перпендикулярхо ба як хамворй чй 
гуфтан мумкин аст? Чдвобхо ва тарзи асосноккунии онхо ба 
ин ду савол дар теоремахои зерин омадааст, ки онхо хамчун 
теоремахо дар бораи ду перпендикуляр маъмуланд.

Теоремаи 16. Агар хати рост ба яке аз ду хамворихои бо 
хам параллел перпендикуляр бошад, он гох вай ба дигараш 
хам перпендикуляр аст.

Исбот. Фарз мекунем, ки а  ва /? 
а ду хамвории параллел буда, хати 
/  рости а ба от перпендикуляр аст 

/  (расми 59). Нишон медихем, ки а ба 
/? хам перпендикуляр мебошад. Аз 
сабаби перпендикулярии хати рости 

13 /  а ба а  вай а -ро дар нуктаи А ме- 
/  бурад. Мувофики хулосаи 4-и тео- 

/  ремаи 9 хати рости а бо хамвории 
параллел /? дар нуктаи В  буриш 
дорад.

Дар хамвории а  хатхои рости b 
ва с-ро, ки дар нуктаи А хамдигарро 

мебуранд мегирем. Бигузор Ь, хати буриши хамвории /? бо 
хамворие, ки онро хатхои а ва b муайян мекунанд мебошад. 
Мувофикан, бигузор с, хати буриши /? бо хамворие, ки аз 
руи хатхои рости а ва с муайян мешавад аст. Мувофики 
теоремаи 10 агар хамворихои пераллел бо хамвории сеюм 
бурида шаванд, он гох хатхои буриш параллеланд, яъне Ь, 
ба b ва с, ба с параллел мебошанд. Азбаски хати а ба. ос 
перпендикуляр аст, пас мувофики таъриф вай ба хатхои b 
ва с перпендикуляр мебошад. Аз ин бармеояд, ки хати 
рости а ба хати рости ба онхо параллели Ь1 ва с, низ пер­
пендикуляр аст. Инак, хати рости а ба ду хати рости 
хамдигарро мебуридагии хамвории /3 перпендикуляр ме­
бошад. Аз ин чо мувофики теоремаи 14 а ба у? перпен­
дикуляр аст. Теорема пурра исбот шуд.
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Теорема 17. Агар яке as хагхои рости параллел ба 
хамворй перпендикуляр бошад, он гох хати рости дигарй 
хам ба ин хамворй перпендикуляр аст.

Исбот. Бигузор хатх,ои рости а ва b бо хам паралеланд, 
а  хамвориест, ки хати рости а ба он перпендикуляр 
мебошад. Нишон додан даркор, ки хати рости b ба а  низ 
перпендикуляр мебошад.

Аз сабаби он ки а ба «перпендикуляр мебошад, а ба хар як 
хати дар а  чойгирбуда перпендикуляр мебошад. Мувофики 
теоремаи 12 хати рости b низ ба хар як хати рости дар а  
чойгир буда перпендикуляр аст. Мувофики таърифи 
перпендикулярии хати рост ба хамворй хати b ба а  
терпендикуляр мебошад. Теорема исбот шуд.

Теоремаи 18. Ду хати росте, ки ба хамон як хамворй 
пернендикуляранд, параллел мебошанд.

Исбот. Бигузор а ва b ду 
хати росте мебошанд, ки ба 
хамвории а  пернендикуляранд 
(расми 60). Фарз мекунем, ки 
тасдики теорема нодуруст 
аст, яъне а ва b параллел 
нестанд. Дар хати b нуктаи 
В-ро, ки ба а  тааллук на- 
дорад мегирем ва аз руи он \
хати рости Ь,-и ба а парал- Расми 60
лелро мегузаронем. Агар хатхои Ь, ва 4дамчоя нашаванд, он 
гох аз руи онхо ягона хамвории /?-ро гузаронида метавонем. 
Бигузор хати рости с буриши хамворихои а  ва /? мебошад. 
Азбаски b, ба а параллел ва а ба а  перпендикуляр аст, пас 
мувофики теоремаи 17 Ь, ба а  перпендикуляр аст, яъне Ь, ба с 
перпендикуляр аст. Вале b ба а  перпендикуляр аст, мувофики 
шарт. Хдмин тарик, аз нуктаи В ба хамвории а  дуто пер­
пендикуляр (b ва b,) мегузарад, ки ин номумкин аст. Пас Ъ, бо 
b хамчоя мешаванд. Ин параллелии а ва Ь-ро нишон медихад. 
Теорема исбот шуд.
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Масьалаи 1. Нишон медихем, ки агар хамворихои а  ва 
Р ба хати рости а перпендикуляр бошанд, он гох онхо 
параллеланд.

Х,ал. Аз сабаби перпендикулярии хати а ба а  ва р  ин хат 
онхоро мебурад. Бигузор А ва В нуктахои буришанд. Фарз 
мекунем, ки а  ва р  параллел нестанд, яъне нуктаи у мумии М- 
ро доранд. Хати A M  дар «г чойгир аст, барои хамин аба. A M  
перпендикуляр аст. Мисли хамин, ВМ  дар Р буда, а ба ВМ  
перпендикуляр мебошад. Хамин тарик, секунчаи АВМ  дорой 
ду кунчи рост аст, ки ин имконнопазир аст. Инак, хамворихои 
а в а р  нуктаи умумй надоранд, яъне онхо параллеланд.

Эзох. Амалан бо халли масъалаи 1 нишон додаем, ки 
теоремаи 18 дуруст аст, агар дар он ба чои ду хати рост ду 
хамворй ва ба чои хамворй хати рост муоина карда шавад. 
Хаминро нисбати теоремахои 16 ва 17 хам гуфтан чоиз аст.

II. Мафхуми масофаро дар фазо муайян мекунем. Чи 
тавре медонем масофа аз нуктаи А то хати рости а дар 
хамворй дарозии перпендикуляри А В , ки аз нуктаи А ба 
нуктаи В-и хати рости а гузаронида шудааст мебошад. 
Айнан хамин тавр мафхуми масофа аз нукта то хамворй 
дар фазо дохил карда мешавад.

Таърифи 1. Перпендикуляр гуфта порчаеро меноманд, ки 
аз нуктаи додашуда ба хамвории додашуда гузаронида 
шуда, дар хати росте чойгир аст, ки ба хамворй 
перпендикуляр мебошад. Охири ин порча, ки дар хамворй 
чойргир аст, асоси перпендикуляр ном дорад. Масофа аз 
нукрга то уамворй гуфта дарозии перпендикуляри аз ин 
нукта ба хамворй гузаронидашударо меноманд.

Таърифи мазкур ба натичаи умдае, ки дар эзохи кисми 
Ш-и пункти 8 беисбот оварда шудааст, такя менамояд. Аз 
он ва аз сабаби ягона будани перпендикуляр, бармеояд, ки 
масофа ящимата муайян карда мешавад.

Баъд, аз теоремаи 18 бармеояд, ки масофа аз ду нуктаи 
гуногуни хати рост то хамвории ба вай параллел аз 
интихоби нуктахо вобаста набуда якхела аст. Барои хамин 
табий аст, агар масофаро аз хати рост то уамвории ба вай 
параллел хамчун масофаи нуктаи дилхохи хати ростро то
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х,амворй к,абул намоем. Масалан, вакте мегуянд, ки симхои 
троллейбус аз замин 5 метр аст, ин маънои онро дорад, ки 
масофаи байни хатхои рост (сим) ва хамворй (сатхи замин), 
ки ба он параллел аст, 5 метр мебошад.

Масофаи байни ду хати рости параллел хам айнан хамин 
хел, хамчун масофа аз нуктаи дилхохи як хати рост то хати 
рости дигар дохил карда мешавад. Дар ин чо хам масофа аз 
интихоби нукта дар яке аз ин хатхои рост вобастагй 
надорад. Чунки аз руи ин ду хати рост мувофики аксиомаи 
Сг танхо якто хамворй мегузарад ва дар ин хамворй 
масъалаи ёфтани масофаи ду хати рости параллел масъалаи 
планиметрй аст.

Акнун мафхуми масофаи байни 
ду х,амворщои параллелро дохил ме­
кунем. Дар хамворихои бо хам па­
раллели а  ва /? мувофикан нуктахои 
дилхохи А, В ва А„ В,-ро чунон 
интихоб мекунем, ки хатхои АЛ, ва 
ВВ, ба ft перпендикуляр бошанд 
(расми 61). Мувофики теоремаи 18 
ин хатхо параллеланд, пас муво­
фики аксиомаи С2 аз болои онхо 
хамворй гузаронидан мумкин аст.
Ин хамворй хамворихои а  ва /?-ро аз руи хатхои рости 
параллели АВ  ва А, В, мебурад. Яъне АВ В, А, росткунча аст. 
Пас AA,=BB,. Аз сабаби дилхох будани нуктахо аз ин чо 
бармеояд, ки масофа аз ягон нуктаи а  ё Р то хамвории дигар 
бузургии доимй мебошад. Ин далел имконият медихад, ки 
масофаи байни ду хамвории параллел хамчун масофаи нуктаи 
дилхохи якеи онхо то хамвории дигарй дохил карда шавад.

Мисоли хамворихои параллел, масалан, хамворихои фарш 
ва шифти хона мебошад. Х,ар як нуктаи шифт дар масофаи 
баробар аз фарш чойгир аст. Ин масофа баландии хона аст.

Масълаи 2. Тарафи А В-и секунчаи ABC  дар хамвории а  
чойгир аст. Масофаи маркази секунча то хамвории а  4см 
аст. Масофаро аз нуктаи С то хамвории а  меёбем.
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Х,ал. Бо М  миёначои 
тарафи АВ, бо N  маркази 
секунча, бо Р  ва Q асоси 
перпендикулярной аз
нуктах,ои N  ва С ба а  
фаровардашударо ишорат 
мекунем (расми 62). Нуктахои 
С, М  ва N  дар як хати рост 
чойгиранд. Хатхои рости N P  
ва CQ  хамчун хатхои ба а  
перпендикуляр параллеланд 
(теоремаи 18), яъне дар як 
хамворй чойгиранд. Ин бошад монандии секунчахои M N P

ва М СО -ро нишон медихад, яъне = ва аз ин чо
CQ МС

МС w  А MN 1СО = ■ N P . Мувофики хосияти медиана -----= — е
MN МС 3

-----= 3. Ин баробарй ва шарти масъаларо истифода карда
MN
меёбем CQ=3 -4-12см.

III. Якчанд мафхуми навро дохил мекунем.
Таърифи 2. Хати росте, ки хамвориро бурида ба он 

перпендикуляр нест, хати рости моил ном дорад. Хар гуна
порчаи ин хат, ки яке аз охирхояш 
(нугхояш) дар хамворй чойгир аст, 
моил номида мешавад. Порчае, ки 
нуктахои асосхои перпендикуляр 
ва моили аз худи хамон як нукта 
гузаронидашударо пайваст меку- 
над, проектсияи моил ном дорад. 
Дар расми 63 аз нуктаи А ба 

Расми 63 хамвории а  перпендикуляри А В ва
моили А С  гузаронида шудааст. 

Нуктаи В асоси перпендикуляр, нуктаи С асоси моил, ВС 
проектсияи моили А С  дар хамвории а  аст. Баъзан ВС-ро 
проектсияи ортогоналии моил хам меноманд, чунки хар гуна
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нуктаи порчаи ВС нуктаи буриши перпендикуляри аз нуктаи 
порчаи А С  ба хдмвории а  гузаронидашудагй мебошад.

Мисли планиметрия дар фазо хам теоремаи зерин чой 
дорад:

Теоремаи 19. Бигузор аз иуктае, ки дар хамворй чойгир нест, 
перпендикуляр ва моилхо ба хамворй гузаронида шудаанд. Он 
го\: 1) моилхое, ки проектсияи баробар доранд, баробаранд; 
2) аз ду моил хамонаш калон аст, ки дорой проектсияи калон 
аст; 3) перпендикуляр аз хар гуна моил хурд аст.

Исбот. Аз нуктаи А -и берун 
аз хамворй перпендикуляри 
А В, моилхои АС, АС, ва АС2- 
ро мегузаронем. Моил, проект­
сияи он ва перпендикуляр дар 
як хамворй чойгиранд ва се­
кунчаи росткунчаи ABC-ро таш- 
кил медиханд (расми 64), бино- 
бар ин онхо байни худ бо тео­
ремаи Пифагор алокаманданд:

А С 2=ВС2+АВ2;
А С 2= В С /+ А В 2;
A C /= B C /+ A B 2.

Аз ин чо, агар ВС=ВС, бошад, пас А С = А С ,.

Баъд, агар ВС = л/АС2 -  АВ2 < ВС2 = у]АС2 -  АВ2 бошад,
он гох А С < А С 2. Дар охир, аз баробарии А С 2=ВС2+АВ2, 
бармеояд ки А В<А С  аст. Теорема исбот шудааст.

Масъалаи 3. Секунчаи баробарпахлуи ABC (АВ=АС) 
дар хамвории а  чойгир аст. Нуктаи А асоси перпен­
дикуляри аз нуктаи М  ба а  гузаронидашуда мебошад. 
Маълум, ки дарозии перпендикуляр 3V2~ см буда, кунчхои 
ВМА ва ВМ С  мувофикан ба 45° ва 60° баробаранд. 
Дарозии ВС-ро меёбем.
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}^ал. Моилхои M B  ва М С -ро 
мегузаронем (расми 65). Аз 
баробарии тарафхои АВ  ва А С  
ва инчунин теоремаи 19 бар­
меояд, ки ин моилх,о бо хам 
баробаранд. Кунчи ВМ С  60° 
аст, пас секунчаи М ВС  баро- 
бартараф мебошац, яъне 
ВС=ВМ =М С. Аз секунчаи 
росткунчаи А ВМ  дорем 

^ 2 
ВМ 2

ВМ = ■ AM = 
2

• 3 2= 6  см. Х,амин

тарик, В С -В М -бсм .
Масъалаи 4. Аз нуктаи М  ба куллаи кунчи рости С ва 

миёначои тарафи АВ-и секунчаи росткунчаи ABC, ки дар 
х,амвории а  вокеъ аст, перпендикулярно гузаронида 
шудаанд. Кунчи А-ро  меёбем. м

Х,ал. Бигузор N  миёначои 
тарафи А В- и секунчаи 
росткунчаи ABC  аст (расми 
66). Азбаски AN=NB  мебошад, 
пас мувофики теоремаи 19 
МА -M B . Аз перпендикулярии 
М С  ба а  бармеояд, ки М С  ба 
СА ва СВ перпендикуляр аст.
Мувофики теоремаи Пифагор
С А = МА2 -  МС2 ,

А| а

N L /

В

Расми 6 6

С В= MB2 - М С 2 . Вале М А=М В , пас СА=СВ. Инак, ABC  
секунчаи росткунчаи баробарпахлу мебошац. Аз ин чо 
ZA -45°.

IV. Аз мафхумхои имконпазири масофахо дар фазо 
(масофа аз нукта то хати рост ё то хамворй, масофаи байни 
хатхои рости параллел ё хамворихои параллел) дохил 
кардани мафхуми масофаи байни хатхои чиликй монда аст.

Таърифи 3. Перпендикулярй умумии ду хамвории парал­
лел гуфта порчаеро меноманд, ки охирхояш (нугхояш) дар
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Расми 67

ин х,амворихо чойгир буда, ба хар кадоми ин хамворихо 
перпендикуляр аст. Аз ин чо ва аз таърифи масофаи байни 
ду хамворихои параллел бармеояд, ки ин масофа ба 
дарозии перпендикуляри умумии ин ду хамворй баробар 
аст.

Бигузор а ва b ду хати рости 
чиликй мебошанд (расми 67). 
Нишон додан мумкин аст, ки аз руи 
онхо ягона чуфти хамворихои парал­
лели а  ва /?-ро гузаронидан мумкин 
аст (натичахои пункти 7-ро истифода 
карда). Масофаи байни ин ду хам­
вории параллел хамчун масофаи 
байни хатхои рости чиликй кабул 
карда мешавад. Чи тавре ки холо 
хозир гуфта шуд, вай ба дарозии 
перпендикуляри умумии ин хамвори­

хо баробар аст. Агар охирхои перпендикуляри умумии ин 
хамворихо дар ин хатхои рост чойгир бошанд, он гох вай 
перпендикуляри умумии ду хати рости чиликй номида мешавад.

Инак, масофаи байни ду хати рости чиликй ба дарозии 
перпендикуляри умумии онхо баробар аст. Дар расми 67 
масофаи байни хатхои рости чиликии а ва Ъ ба дарозии 
порчаи А В , ки ба хамворихои а  ва /? перпендикуляр буда, 
охирхояш дар хатхои а ва b чойгиранд, баробар мебошад.

Исбот кардан мумкин аст, ки ду хати рости чиликй 
перпенндикуляри умумй доранд ва дар айни хол фака г якто. 
Мо исботи ин тасдикотро наоварда, факат хаминро кайд 
мекунем, ки аз он яккимата будани масофаи байни ду хати 
рости чиликй бармеояд.

Масъалаи 5. Тегаи куб ба а баробар 
аст. Масофаи байни хатхои рости СС, 
ва B,D, -ро меёбем (расми 68).

Хал. Диагонали А ,С ,-и руяи 
A jB jC ^ j-p o  мегузаронем. Хати рости
А,С , ба хатхои рости С,С  ва B,D,, ки 
низ аз руи диагонали руя мегузарад,
п е р п е н д и к у л я р  м е б о ш а д . Расми 68
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Перпендикуляри умумй барои ин ду хати рост порчаи 
С ,0  мешавад. Секунчаи ОВ,С, росткунча ва баробарпахлу 
аст. Барои хамин кунчхои назди асоси В,С, ба 45° баробар

мебошанд. Пас ОСх = ВХСХ - sin45° = °  .

1. Теоремахоро дар бораи ду перпендпикуляр баён кунед. 
Ч,авоби кадом масъалахо дар онхо мавчуд аст? 2. Масофа 
аз нукта то хамворй, аз хати рост то хамвории ба он 
параллел, байни ду хамвории бо хам параллел чй тавр 
муайян карда мешавад? 3. Перпендикуляр ва моил ба 
хамворй чй аст? Асоси онхо -  чй? Проектсияи моил -  чй? 
4. Дарозихои перпенгдикуляр, моил ва пректсияи он бо 
хамдигар чй гуна алокамандй доранд? 5. Байни дарозии ду 
моил, ки аз як нукта гузаронида шудаанд ва дарозии 
проектсияи онхо чй хел алокамандй вучуд дорад?
6. Перпендикуляри умумии ду хати рости чиликй чй тавр 
муайян карда мешавад? Масофаи байни ин хатхои рост -  чй?

122. Исбот кунед, ки агар хати рост ба хамворй параллел 
бошад, он гох хамаи нуктахои он аз хамворй дар як 
хел масофа чойгиранд.

123. Исбот кунед, ки масофа аз хар як нуктаи хамворй то 
хамвории ба он параллел якхела аст.

124. Исбот кунед, ки агар хати рост ва хамворй параллел 
бошанд, он гох онхо перпендикуляри умумй доранд.

125. Магар ду тарафи секунча ба як хамворй перпен­
дикуляр шуда метавонад? Ду тарафи трапетсия -  чй?

126. Охирхои порчаи додашуда, ки хамвориро намебурад, 
аз хамворй дар масофаи 0,3л* ва 0,5м чойгиранд. 
Нуктае, ки ин порчаро бо нисбати 3:7 мебурад, дар 
кадом масофа чойгир аст?

127. Аз миёначои порча хамворй гузаронида шудааст. 
Исбот кунед, ки охирхои ин порча аз ин хамворй дар 
масофаи якхела чойгиранд.

128. Масофаро аз миёначои порчаи А В то хамворй, ки ин 
порчаро намебурад ёбед, агар масофа аз нуктахои А ва В 
то хамворй ба: 1) 3м ва 5м ; 2) а ва b баробар бошад.
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129. Аз руи тарафи параллелограмм хамворй гузаронида шуда­
аст, ки вай аз тарафи мукобил хобидаи параллелограмм 
дар масофаи а чойгир аст. Масофаро аз нуктаи буриши 
диагоналхои параллелограмм то ин хамворй ёбед.

130. Сими телефон, ки дарозиаш 15м аст, аз симчуб то боми 
хона кашида шудааст. Сим дар симчуб дар баландии 
8л/ ва дар бом дар баландии 20м баста шудааст. 
Масофаи байни симчуб ва боми хонаро хисоб кунед, 
агар маълум бошад, ки сим хам намезанад.

131. Масофа аз нуктаи А то куллаи квадрат ба а баробар 
аст. Масофаро аз нуктаи А то хамвории квадрат ёбед, 
агар тарафи квадрат ба b баробар бошад.

132. Аз нукта ба хамворй ду моил, ки яке аз дигараш 26см 
калон аст, гузаронида шудааст. Проектсияи моилхо ба 
12см ва 40см баробаранд. Дарозии моилхо ёфта шавад.

133. Аз нукта ба хамворй ду моил гузаронида шудааст. 
Дарозии моилхоро ёбед, агар онхо хамчун 1:2 нисбат 
дошта, проектсияи моилхо 1 см ва 1 см бошад.

134. Аз нуктаи додашуда ба хамворй ду хати рости моил и 
дарозиашон 2м гузаронида шудааст. Масофаро аз 
нукта то хамворй ёбед, агар моилхо байни худ кунчи 
60°-ро ташкил дода, проектсияашон бо хам перпен­
дикуляр бошанд.

135.* Аз руи як тарафи ромб дар масофаи 4м аз тарафи 
мукобил хамворй гузаронида шудааст. Проектсияи 
диагоналхои ромб ба ин хамворй ба 8м ва 2м баробар 
аст. Проектсияи тарафхоро ёбед.

136.* Дар секунчаи баробарпахлу асос ва баландй ба 4м 
баробаранд. Нуктаи додашуда дар масофаи 6м аз 
хамвории секунча ва аз куллахои секунча дар 
масофахои баробар чойгир аст. Ин масофахоро ёбед.

137. Тегаи куби ABC D A jB ^ jD, 2м аст. Масофаи байни 
хатхои рости: 1) АВ  ва СС,; 2) СС, ва BD-ро ёбед.
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Масъалах,о барои такрор

138. Дар тарафхои А В -бсм  ва В С=8 см-и росткунчаи ABCD  
нуктахои М  ва N  тавре гирифта шудаанд, ки порчаи 
M N  ба порчаи А С  параллел мебошад. Маълум, ки 
периметри бисёркунчаи A M N C D  ба периметри 
секунчаи M BN  хдмчун 7:3 нисбат дорад. Дарозии 
порчаи M N -ро ёбед.

139. Тарафхои секунча а, Ь, с до да шудаанд. Кунчхои онро 
ёбед.

10. Теорема дар бораи се перпендикуляр

Теоремаи 20. Барои он ки хати рости дар хамворй чойгир 
ва аз асоси моил мегузаштагй ба моил перпендикуляр 
бошад, зарур ва кифоя аст, ки вай ба проектсияи хамин 
моил перпендикуляр шавад.

Исбот. а) Шарти кифоягй. Исбот 
кардан лозим, ки агар хати рост аз 
асоси моил гузашта ба проектсияи 
хамин моил перпендикуляр бошад, 
он гох вай ба худи моил низ 
перпендикуляр мебошад. Яъне, агар 
А В -  перпендикуляр ба хамвории а  
бошад, А С  -  моил , ВС  -  проектсияи 
моил ва а хати ростест, ки дар хам­
вории а  чойгир буда, аз асоси моил 
С мегузарад (расми 69) бошанд, он гох нишон додан лозим 
аст, ки хангоми а !  СВ будан, а ± А С  аст. Аз нуктаи С-и 
хамвории а  хати рости CD-ро, ки ба а  перпендикуляр аст 
мегузаронем (ниг. ба эзохи кисми III-и п.8). Мувофики 
теоремаи 18 вай ба хати рости А В параллел аст. Аз руи ин ду 
хати рости параллел хамвории /?-ро мегузаронем. Хати рости 
а ба хати рости CD перпендикуляр аст, зеро аз нуктаи 
буриши CD бо хамвории «гузашта дар он чойгир аст. Хамин 
тарик, хати рости а бо ду хати рости хамдигарро
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мебуридагии х,амвории [3 {СВ ва CD) перпендикуляр аст. Пас 
мувофики теоремаи 14 хати рости а ба хамвории /3 
перпендикуляр аст. Аз сабаби дар хамвории /3 чойгир будани 
моили А С  ва хати рости а-ро буриданаш, моил ва ин хат 
перпендикуляранд. Шарти кифоягй исбот шуд.

б) Шарти зарурй. Исбот кардан лозим, ки агар хати 
рост аз асоси моил гузашта ба моил перпендикуляр бошад, 
он гох вай ба проектсияи моил низ перпендикуляр мебошад. 
Яъне, агар АС  бошад, он гох a-L ВС  мешавад. Боз хосил 
мекунем, ки хати рости а ба ду хати рости А С  ва CD-и 
хамвории /3, ки хамдигарро дар нуктаи С мебуранд, 
перпендикуляр аст. Яъне, мувофики теоремаи 14 хати рости 
а ба хамвории /3 перпендикуляр мебошад. Бинобар ин хати 
рости а ба проектсияи моил ВС, ки дар (3 чойгир аст, 
перпендикуляр мешавад. Шарти зарурй ва бо он теорема 
пурра исбот карда шуд.

Акнун масъалаеро муоина мекунем, ки дар халли он 
теорема дар бораи се перпендикуляр истифода мешавад.

Масъала. Аз охири А -и порчаи АВ, ки дарозиаш b аст, 
хамвории бо порча перпендикуляр ва дар ин хамворй хати 
рости а гузаронида шудааст. Масофаро аз нуктаи В то хати 
рост меёбем, агар масофа аз нуктаи А то хати рост ба с 
баробар бошад.

Х,ал. Хати рости ВС-ро, ки ба 
а перпендикуляр аст мегузаро­
нем (расми 70). А С  -  проектсияи 
моили ВС  мувофики теорема дар 
бораи се перпендикуляр низ ба а 
перпендикуляр мебошад, барои 
хамин А С  = с аст. Баъд, азбаски 
ВА ба хамвории а  перпендику­
ляр аст, пас кунчи ВАС  рост мебошад ва аз руи теоремаи 
Пифагор

В С 2 = АВ2 +С А 2.

Х,амин тарик, масофаи матлуб ба ВС = Ь2 + с 2 
баробар аст, чунки А В - b  ва С А -с  мебошанд.
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1. Теоремаро дар бораи се перпендикуляр баён намоед. 2. Дар 
исботи ин теорема дар кучо ва чй тавр теоремахо дар бораи ду 
перпендикуляр (теоремаи 18) ва аломати перпендикулярии 
хати рост ва хамворй (теоремаи 14) истифода карда мешаванд? 
Дар айни хол теоремаи 14 чанд маротиба истифода мешавад?

140. Аз маркази давраи дарункашидаи секунча ба хамвории 
секунча перпендикуляри дарозиаш 2,4м гузаронида 
шудааст. Радиуси давра 0,7л/ аст. Масофаро аз охири ин 
перпендикуляр то тарафи наздиктарини секунча ёбед.

141. Аз куллаи А-и росткунчаи ABCD  ба хамвории он пер­
пендикуляри А К  баркарор карда шудааст. Масофахо аз 
нуктаи охири К-и ин перпендикуляр то куллахои дигар 
ба 6м, 1м ва 9м баробаранд. Дарозии АК-ро ёбед.

142. Нуктаи М, ки берун аз хамвории кунчи рости дода­
шуда чойгир аст, аз куллаи кунч дар масофаи а ва аз 
тарафхои кунч дар масофаи b мехобад. Масофаро аз 
нуктаи М  то хамвории кунч ёбед.

143. Масофа аз нуктаи додашуда то хамвории секунчд 1,1 м 
ва то хар як тарафи он 6,1л/ аст. Радиуси давраи 
дарункашидаи ин секунчаро ёбед.

144. Аз куллаи секунчаи баробартарафи A BC  перпен­
дикуляри AD  ба хамвории секунча баркарор карда 
шудааст. Масофаро аз нуктаи D  то тарафи ВС  ёбед, 
агар A D = \ 3 c m ,  В С=6 см бошад.

145. Масофа аз нуктаи А то хар яки тарафи квадрат ба а 
баробар аст. Масофаро аз нуктаи А то хамвории квадрат 
ёбед, агар диагонали квадрат ба d  баробар бошад.

Масъала^о барои такрор

146. Аз ду нуктаи гуногуни дар хамворй чойгирнабуда ба 
ин хамворй ду моили баробар фароварда шудааст. 
Магар гуфтан мумкин аст, ки проектсияи онхо низ 
баробар мешаванд?

147. Масохати секунчаи росткунча ба S, гипотенузааш ба с 
баробар аст. Радиуси давраи дарункашидаро ёбед.
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148*. Дар девори амудй дар баландии 5м плакат овехта 
шудааст, ки дарозиаш 2м аст. Мушохидачй аз девор 
дар кадом масофа бояд истад, то ки кунче, ки зери он 
плакат дида мешавад, калонтарин шавад?

11. Перпендикулярии ду х,амворй

I. Мафхуми перпендикулярии ду хамвориро дида 
мебароем.

Таъриф. Агар хамворй хати рости ба дигар хамворй 
перпендикулярро дошта бошад, он гох вай ба дигарй 
перпендикуляр номида мешавад.

Фарз мекунем, ки хамвории а  ба 
хамвории р  перпендикуляр аст, яъне 
хати рости а-и он ба ft перпендикуляр 
мебошад (расми 71). Мувофики таъ­
рифи перпендикулярии хати рост ва 
хамворй (пункти 8) хати рости а хам­
вории Дро мебурад. Бигузор нуктаи 
буриши ин хат А аст. Аз сабаби нуктаи 
умумй доштан хамворихои a m .fi хам­
дигарро аз руи хати рости b мебуранд, 
ва нуктаи А ба b тааллук дорад. Аз 
нуктаи А дар хамвории /? хати рости с-
ро, ки ба хати b перпендикуляр аст мегузаронем. Дар натича хати 
рости с ба ду хати рости хамдигарро мебуридагии а ва Ь, ки 
перпендикуляранд ва дар хамвории or чойгиранд, перпендикуляр 
мешавад (теоремаи 14). Натичаи зерин хосил шудааст, ки онро 
дар шакли теорема меорем.

Теоремаи 21. Агар яке аз хамворихо ба дигараш пер­
пендикуляр бошад, он гох дигарй хам ба аввалааш пер­
пендикуляр аст.

Акнун бо созишхо, ки бо хамворихои перпендикуяр 
алокаманданд, машгул мешавем.

Масъалаи 1. Бигузор хамворихои а  ва /3 перпендикуля­
ранд. Нишон медихем, ки аз руи нуктаи дилхохи якеи онхо 
ба дигарй хати рости перпендикулярро гузаронидан мум­
кин аст.
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Хал. Фарз мекунем, ки хати рости а дар хамвории а  
чойгир буда, ба хамвории /? перпендикуляр аст. Хати рости 
а ба хати буриши онхо b перпендикуляр аст. Аз нуктаи 
дилхохи хамвории а  хати рости ба а параллелро гузарони­
да, мебинем, ки мувофики теоремаи 12 ин хат низ ба хати 
буриш b перпендикуляр аст. Боз аз нуктаи буриши ин хат 
дар хамвории хати рости ба Ъ перпендикулярро сохта, 
мисли исботи теоремаи 21 мулохиза ронда, перпенди­
кулярии хати ба а параллел бударо бо хамвории /? нишон 
медихем. Масъала хал шуд.

Масъалаи 2. Хати рости а ва хамвории огдода шудаанд. 
Аз руи хати рости а хамвории ба хамвории а  перпенди­
куляр месозем.

Хал. Аз руи нуктаи дилхохи хати 
рости а хати рости Ъ-ро мегузаронем 
(расми 72), ки ба хамвории а  перпен­
дикуляр аст (ниг. ба эзохи кисми Ш-и 
пункти 8).

Аз руи хатхои рости а ва b хамвории 
/?-ро мегузаронем. Мувофики таъриф 
хамвории /? ба хамвории а  перпендику­
ляр мебошад.

Аз созишхои дар исботи теоремаи 
21 ва халли масъалаи 1 ичро карда- Расми 7 1
амон дурустии чумлаи зерин бар­
меояд, ки он хангоми халли масъалахо бисёртар (нисбати 
таърифи хамин пункт) истифода карда мешавад.

Теоремаи 22. Агар хати рост дар яке аз ду хамворихои 
перпендикуляр чойгир буда, ба хати буриши онхо перпендикуляр 
бошад, он гох вай ба дигар хамворй хам перпендикуляр аст.

Ин натича як аломати дигари перпендикулярии хати 
рост ба хамворй мебошад. Истифодаи онро дар халли 
масъалаи зерин муоина мекунем.

Масъалаи 3. Аз нуктахои А ва В, ки дар ду хамворихои 
бо хам перпендикуляр чойгиранд, ба хати рости буриши 
хамворихо перпендикулярхои А С  ва BD  гузаронида щуда- 
аст. Дарозии порчаи CD-ро меёбем, агар А В - \  \м, А С-Ьм , 
B D -Im  бошад.

А
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Хал. Азбаски хатхои рости А С  ва 
СД инчунин х а м в о р и х о и  а  ва /3 бо 
хам перпендикуляранд (расми 73), пас 
мувофики теоремаи 22 хати рости А С 
ба хамвории /3 ва ба хати рости СВ 
перпендикуляр мебошад. Яъне, секун­
чаи ABC  росткунча аст. Аз он 
мувофики теоремаи Пифагор дорем Расми 73
А В2=А С +С В \ Секунчаи CBD низ
росткунча аст. Аз он CB2=BD2+CD2 ва AB2=AC2+BD2+CD2, ё 
ки CD2=AB2-BD2-A С2=112-72-62= 121-49-36=36. Инак, CD=6.\t.

Эзохи 1. Аз исботи теоремаи 21 ва созишхо бармеояд, 
ки таърифи перпендикулярии ду хамворй ба таърифи зерин 
оаробарщувва аст:

Ду хамвории хамдигарро мебуридагй перпендикуляр 
номида мешаванд, агар хамвории ба хати рости буриши ин 
хамворихо перпендикуляр буда, онхоро аз руи хатхои 
рости бо хам перпендикуляр бурад.

Дар хакикат, агар хамвории у  ба хати рости b -  хати бу­
риши хамворихои а  ва [3 перпендикуляр бошад, он гох вай 
хамворихои а  ва /3-ро аз руи хатхои рости бо хам перпен­
дикуляри а ва с мебурад (расми 71). Аз перпендикулярии a 
бар b ва с, перпендикулярии а  бар [3 бармеояд. Баръакс, 
агар а  бар /3 перпендикуляр бошад, он гох созишхои дар 
накшаи 71 ичро кардаамонро гузаронида, аз болои хатхои 
а ва с хамвории у р о  мегузаронем. Вай ба хати буриш b пер­
пендикуляр мебошад (теоремаи 14).

Эзохи 2. Пурсида мешавад, ки чй тавр перпендикуляр бу­
дани хамвории [3-ро ба хамвории додашудаи а  санчидан 
мумкин аст? Бо ибораи дигар, барои хамвории ос чй тавр 
хамвории ба он перпендикуляри /3-ро сохтан мумкин аст? 
Дар амалия бо ёрии шокул амудй будани девор муайян 
карда мешавад. Таърифи дар аввали пункт оварда шуда 
дарки хамин чиз аст (ниг. инчунин ба масъалаи 2).

II. Алокамандии перпендикулярии хамвориро бо хамво­
рихои параллел мукаррар менамоем.
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Теоремаи 23. Агар хамворй ба яке аз хамворихои парал­
лел перпендикуляр бошад, он гох ба дигараш хам перпен­
дикуляр мебошад.

Исбот. Бигузор хамворихои а  ва Р параллеланд ва хамвории у  
ба а  перпендикуляр мебошад. Мувофики таъриф дар у  хати 
росте мавчуд аст, ки он ба а  перпендикуляр аст. Мувофики 
теоремаи 16 ин хат ба хамвории ft хам перпендикуляр мебошад. 
Ин бошад ба перпендикулярии у  бар /? меорад.

Теоремаи 24. Агар хати рост ба яке аз хамворихо перпен­
дикуляр ва ба хамвории дигар параллел бошад, он гох ; : 
хамворихо пернендикуляранд.

Исбот. Дар хамвории ба хати рост параллел мувофики 
теоремаи 5 хати рости ба вай параллел вучуд дорад. Аз руи 
теоремаи 17 ин хати рост ба хамвории ба хати рост пер­
пендикуляр буда, перпендикуляр аст. Барои хамин хамво­
рихо мувофики таъриф перпендикуляранд.

Масъалаи 4. Маълум, ки ду хамвории хамдигарро мебу­
ридагии а  ва ба хамвории додашудаи у  перпендикуля­
ранд. Нишон медихем, ки хати рости буриши а  ва /? ба у  
перпендикуляр аст.

Хал. Фарз мекунем, ки хати 
рости буриши хамворихо а мебошад.
Аз сабаби перпендикулярии а  бар у  
дар а  хати рости 6-ро ёфтан мумкин 
аст, ки вай ба /  перпендикуляр аст.
Мувофикан, аз сабаби перпендику­
лярии р  ва у  дар р  хати рости с мав­
чуд аст, ки вай ба /перпендикуляр 
мебошад (расми 74). Аз руи теоре­
маи 18 ду хати рости b ва с-и ба хам­
вории у  перпендикуляр байни худ 
параллел мешаванд, яъне хатхои b ва 
с параллел мебошанд. Аз ин сабаб ва Расми 74
аз сабаби он ки онхо дар хамворихои гуногун чойгиранд, 
бармеояд, ки ин хатхои рост ба хати рости буриши ин 
хамворихо а параллеланд. Аз ин чо ва аз перпендикулярии 
хатхои рости b ва с бар у  мувофики теоремаи 17, бармеояд, ки 
хати рости а ба хамвории /перпендикуляр мебошад.
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1. Дар кадом холат ду хамворй дар фазо перпендикуляр 
номида мешаванд? 2. Нишон дихед, ки агар як хдмворй ба 
дигараш перпендикуляр бошад, он гох дигарй хам ба 
хамвории аввала перпендикуляр аст. 3. Аломати перпен­
дикулярии хати рост ба хамворй (теоремаи 22) аз 
аломатхои пешовардашуда чй фаркият дорад? 4. Дойр ба 
алокамандии перпендикулярии хамворй бо хамворихои 
параллел чй гуфтан мумкин аст?

149. Хамворихои бо хам перпендикуляри а  ва /3 дода шудаанд. 
Аз руи нуктаи А -и хамвории «  хати рости а гузаронида 
шудааст, ки ба хамвории «  перпендикуляр мебошад. 
Исбот кунед, ки хати рости а дар хамвории /3 чойгир аст.

150. Хдмворихои «  ва /3 перпендикуляранд. Дар хамвории а  
нуктаи А гирифта шудааст, ки масофа аз он то хати рости 
с (хати рости буриши хамворихо) ба 0,5м баробар аст. 
Дар хамвории /?хати рости Ь, ки ба хати рости с параллел 
аст ва аз он дар масофаи 1,2м меистад, гузаронида 
шудааст. Масофаро аз нуктаи А то хати рости b ёбед.

151. Хамвории а  ва хати рости а дода шудаанд. Исбот кунед, 
ки хамаи хатхои росте, ки ба хамвории а  перпендику­
ляранд ва хати рости а-ро мебуранд, дар хамвории ба 
хамвории «перпендикуляр чойгиранд.

152. Аз нуктахои А ва В , ки дар ду хамворихои перпенди­
куляр чойгиранд, перпендикулярхои А С ва BD ба хати 
рости буриши ин хамворихо фароварда шудааст. 
Дарозии порчаи АВ -ро ёбед, агар: 1) А С -а , B D -b, 
CD=c; 2) A D -a , B C -b , C D - с  бошад.

153. Нукта аз ду хамвории перпендикуляр мувофикан дар 
масофаи а ва Ъ чойгир аст. Масофаро аз ин нукта то 
хати рости буриши ин хамворихо ёбед.

154. Хамворихои перпендикуляри « в а  /?аз руи хати рости 
с бурида мешаванд. Дар хамвории «  хати рости а , дар 
хамвории (3 хати рости Ь, ки ба хати рости с хар ду 
параллеланд, гузаронида шудаанд. Масофаи байни 
хатхои рости а ва Ь-ро ёбед, агар масофаи байни 
хатхои рости а ва с ба 1,5л/ ва масофаи байни хатхои 
рости b ва с ба 0,8м баробар бошад.
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Масъалахо барои такрор

155. Аз куллаи кунчи рости С-и секунчаи A BC  ба х,амвории 
секунча перпендикуляри CD  гузаронида шудааст. 
Масофаро аз нуктаи D  то гипотенузаи секунча ёбед, 
агар АВ=5см, ВС=Асм, CD-бсм  бошад.

156. Аз охирхои порчаи А В , ки ба хамворй параллел аст, 
перпендикуляри А С  ва моили BD-и ба порчаи АВ  
перпендикуляр гузаронида шудааст. Масофаи байни 
нуктах,ои С ва D ба чй баробар аст, агар А В -а , АС=Ь  
ва B D -c  бошад?

157. Дар давраи радиусаш R = 5cm  трапетсия кашида шудааст, 
ки тарафи пахлуй ва диагоналаш мувофикан ба 6см ва 
9см баробаранд. Масохати трапетсияро муайян намоед.

158. Бигузор а  ва (3 кунчхои секунчаи ABC  мебошанд. 
Исбот кунед, ки агар sin2/?=sin«r бошад, он гох се­
кунчаи ABC  баробарпахлу аст.

§4. КУНЧИ БАЙНИ ХАТХОИ РОСТ ВА 
ХАМВОРИХО ДАР ФАЗО 

12. Кунчи байни ду хати рост дар фазо. 
Кунчи байни хати рост ва хамворй

I. Хангоми хамдигарро буридани ду хати рост 4 кунч хосил 
мешавад. Дар айни хол кунчхои амудй ба хам баробаранд, 
кунчхои хамсоя хамдигарро то 180°пурра менамоянд.

Таърифи 1. Кунчи байни хатхои рости хамдигарро 
мебуридагй гуфта ченаки кунции кунчи хурдтаринро, ки 
хангоми буриш хосил мешавад меноманд.

Кунчи байни хатхои рости пепендикуяр мувофики таъ­
риф 90° аст, кунчи байни хатхои рости параллел бошад ба 
нул баробар хисоб карда мешавад.

Хамин тарик, кунчи байни ду хати рост, ки дар як хамворй 
чойгиранд, фигураи геометрй набуда ченак (андоза) мебошад, 
яъне бузургиест, ки дар байни 0° ва 90° чойгир аст.
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Барои дохил кардани мафхуми кунчи байни хатхои рости 
чиликй ба мо теоремаи дар поён овардашуда лозим мешавад. 
Исботи ин теорема ба леммаи зерин, ки хамчун лемма дар 
бораи се параллелограмм маъмул аст, такя мекунад.

Лемма. Агар ABCD  ва А В К М  
параллелограммхои дар як хам­
ворй нойгирнабуда бошанд (расми 
75), он гох чоркунчаи C D M K  хам 
параллелограмм мебошад.

Исбот. Мувофики шарти лемма 
М К=АВ  ва CD=AB  аст, бинобар 
ин M K=CD  аст. Инчунин М К  ва 
CD  ба А В параллеланд, пас 
мувофики теоремаи 4 М К  ба CD  
параллел мебошад. Х,амин тарик, 
дар чоркунчаи C D M K  ду тарафи 

мукобил параллел ва баробаранд. Барои хамин хам вай 
параллелограмм мебошад.

Хотиррасон мекунем, ки бо исботи лемма мо масъалаи 
76-ро (ниг.ба пункти 5) хал кардаем.

Теоремаи 25. Агар ду хати хамдигарро мебуридагй ба ду­
то хати рости дигари хамдигарро низ мебуридагй параллел 
бошанд, он гох кунчхои байни онхо бо хам баробаранд.

Исбот. Фарз мекунем, ки хатхои рости хамдигарро 
мебуридагии а ва b мувофикан ба хатхои рости а, ва b, 
параллеланд. Хдсоб мекунем, ки хатхои рост дар хамворихои 
гуногун чойгиранд. Аз руи нуктахои буриши онхо А ва А, 
хати рости АА,-тро мегузаронем. Баъд, дар хати рости a 
нуктаи В ва дар хати рости b нуктаи С-ро гирифта аз руи 
онхо хатхои рости ба хати рости АА, параллелро 
мегузаронем. Бигузор нуктахои буриши ин хатхои рост бо 
хатхои рости a, ва Ь, нуктахои В, ва С, мебошанд (расми 76). 
Чоркунчахои AA,BjB  ва АА,С ,С  параллелограмманд. Нуктаи 
В-ро бо нуктаи С ва нуктаи В,-ро бо нуктаи С, пайваст 
намуда чоркунчаи дигари ВСС,В,-ро хосил мекунем. 
Мувофики лемма вай параллелограмм мебошад. Пас 
ВС=В,С, аст.
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Секунчахои ЛВС  ва А,В,СГро дида мебароем. Аз баро­
барии тарафхои мукобили параллелограммхо бармеояд, ки 
АС=А,С„ ВС=В,С, ва АВ=А 1В, аст. Аз ин чо, мувофики ало-

II. Акнун мафхуми кунчи байни хатхои рости чиликиро 
дохил мекунем.

Таьрифи 2. Кунци байни хатхои рости чиликй гуфта 
кунчеро меноманд, ки он ба кунчи байни хатхои рости 
хамдигарро мебуридагии ба хатхои рости чиликй чуфт- 
чуфт параллел баробар аст.

Аз теоремаи 25 бармеояд, ки кунчи (бузургй аст!) хамин 
тавр дохил карда шуда, аз он ки кадом хатхои хамдигарро 
мебуридагии ба хатхои рости чиликй параллел буда, 
гирифта шудаанд, вобаста нест. Аз ин теорема инчунин

мати сеюми баробарии секунчахо 
ААВС-ЬЛ/В/С,. Пас ZB A C =ZB IA 1C,. 
Теорема исбот шуд.

Масъалаи 1. Тарафхои секунчаи 
A B C  ба тарафхои секунчаи А ,В ,С , 
чуфт-чуфт параллеланд.

Тарафхои секунчаи А ,В ,С , дода 
шудаанд: А ,В ,-4^ 2см , А ,В ,= ^  137 см,
В ,С ,-1 см . Кунчи А С  В-ро (кунчи 
байни тарафхои А С  ва СВ) меёбем 
(расми 77).

Расми 76 Хал. Кунчи АСВ  мувофики 
теорема ба кунчи А,С,В , баробар аст. 
Дар секунчаи А ,В ,С , мувофики 
теоремаи косинусхо дорем

А В

(л/Т37 J2 = (4 • л/2 J2 + 72 -  2 -4л/2 • 7 cos С, 
ё 137 = 32 + 4 9 -5 6  2cosC,. Аз ин чо

Расми 77 cos С, = 1 , яъне Z C t- 45°.
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бармеояд, ки барои ёфтани кунчи байни хатх,ои рости 
чиликии а ва Ъ, масалан, агар аз руи ягон нуктаи A -и хати 
рости а ба хати рости Ъ хати рости 6,-ро параллел 
гузаронем, он гох кунчи байни хатхои рости а ва Ъ ба кунчи 
байни хатхои рости а ва Ъ, баробар мешавад.

Пеш мо ду хати ростро перпендикуляр номида будем, агар 
онхо дар зери кунчи рост хамдигарро мебуриданд. Айнан 
мисли хамин, хапцои рости чиликй перпендикуляр номида 
мешаванд, агар кунчи байни онхо 90° бошад. Савол ба миён 
меояд, ки чаро кунчи байни ду хати рост дар фазо на хамчун 
фигура, балки хамчун бузургй муайян карда мешавад. Гап дар 
сари он аст, ки хангоми дода шудани ду хати рост, масалан, 
хатхои рости чиликй на хамеша ошкоро ба кунчи байни онхо 
хамчун фигураи геометрй ишора кардан мумкин аст.

Масъалаи 2. Куби ABCD  
A,B,C ,D i дода шудааст (расми 78).
Кунчи байни хатхои рости АВ, ва 
ВС,-ро меёбем.

Х,ал. Х,алли масъала ба 
гузаронидани хати рости параллел 
ба якеи ин хатхои рост аз нуктаи 
дигариаш асос карда мешавад. Аз 
нуктаи С, диагонали C,D-ро, ки ба 
хати рости АВ, параллел аст мегу­
заронем. Кунчи матлуб ба кунчи 
BC,D  баробар аст. Секунчаи BC,D-
ро дида мебароем. Тарафхои ин секунча диагонали руяхои 
кубанд, яъне ин секунча баробартараф аст. Пас 
(p=ZBCjD=60° .

II. Дигар мафхуми мухиме хает, ки бо ёрии мафхуми 
перпендикуляр дохил карда мешавад. Ин мафхуми кунци 
байни хати рост ва х,амворй мебошад. Бигузор дар нуктаи 
А хати рости а бо хамвории а  бурида мешавад (расми 79). 
Дар хати рости а нуктаи дилхохи 5-ро гирифта, аз он ба 
хамвории а  перпендикуляри ВС-ро мегузаронем. Дар 
хамвории а  хати рости А С -ро месозем. Ин хати рост 
проектсияи хати рости а дар хамвории от номида мешавад.
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Таърифи 3. Кунчи байни хати рости а ва х,амвории а  
гуфта кущи байни хати рости а ва проектсияи онро дар 
хамвории «меноманд.

Дар расми 79 кунчи кунчи байни 
хати рости а ва хамвории а  аст. Агар 
хати рости а хамвориро бурад ва ба он 
перпендикуляр набошад, он гох 
0°<^<90° аст. Агар хати рости а ба 
хамвории а  параллел бошад ё дар он 
чойгир бошад, он гох кунчи (р ба нул 
баробар хнсоб карда мешавад. Кунчи 
байни хати рост ва хамворй, ки бо хам 
перпендикуляранд, 90° хисоб карда мешавад.

Азбаски хати рости а , проектсияи вай дар хамвории а  
ва перпендикуляр ба а  дар нуктаи А -и буриши он бо хати 
рости а дар як хамворй чойгиранд, пас кущ и байни хати 
рост ва х,амворй кунци байни ин хати рост ва перпендикуляр­
ро бо х,амворй то 9(f пурра мекунад.

Масъалаи 2. Масофаи байни 
нуктаи А ва хамворй ба 3см ба­
робар аст. Дарозии моилро, ки 
аз ин нукта ба хамворй дар зери 
кунчи 60° фароварда шудааст, 
меёбем.

Х,ал. Ба хамворй аз нуктаи А 
перпендикуляри А С-ро мегуза­
ронем (расми 80). Секунчаи ABC  

росткунча аст. Кунчи росташ дар куллаи С чойгир 
мебошад. Кунчи тези ин секунча, ки мукобили катети А С  
вокеъ аст, ба 60° баробар мебошад. Бинобар ин

j-x 2 2
А С : АВ = sin60° = . Аз ин чо АВ = АС =

2 3 3
■3 = 2 3 см.

Масъалаи 3. Порчаи А В ба хамворй перпендикуляр буда, аз 
нуктахои С ва D-и хамворй мувофикан нуги А-и он дар зери 
кунчхои ф ва \|/ дида мешавад. Маълум, ки масофаи нуктахои С 
ва D  ба а баробар аст. Дарозии почаи А В-ро меёбем.
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D

Хал. У сули ба масъалаи планиметрй овардани масъалаи 
сгереометриро татбик, менамоем (ниг. ба пункти 5). Аз руи хати 
рости CD ва нуктаи А хамворй гуза­
ронида дар он масъаларо хал ме­
кунем (расми 81). Ба секунчаи ACD  
теоремаи синусхоро татбик намуда 
хосил мекунем:

АС _  CD 
sin^  sin /.CAD

Вале CD -а , Z C A D = m ° -

-  (180°-^)-^ = (p-i/j, пас A C -  °  Sm^  . Аз секунчаи рост-
sin(^> -  ///) 

А г , ■ a  ■ sin#? sin ^кунчаи ABC  дорем AB = A C -s in q> = .
sin(<  ̂-  y/ )

Эзох,. Дар амалия халли ин масъала барои ёфтани дарозии 
предметхое, ки бевосита чен кардани онхо имконнопазир аст, 
васеъ истифода карда мешавад. Масалан, барои чен кардани 
баландии хонахо ё куллахо. Барои ин чй хеле ки дидем, кифоя 
аст, аз ду нуктаи масофаашон муайян нуктаи баландтарини 
предметро назорат намуда, кунчхои назораро донем.

Масълаи 4. Аз руи куллаи А -и росткунчаи A BCD ва нуктаи 
М-и дар хамвории росткунча чойгир набуда хати рости AM  
гузаронида шудааст. Маълум, ки ин хати рост бо тарафхои AD  
ва А В-и росткунча кунчи 60°-ро ташкил медихад. Кунчи байни 
моили A M  ва хамвории росткунчаро меёбем.

Хал. Перпендикуляри М М Г  
ро мегузаронем. Нишон медихем, 
ки нуктаи М , дар бисектрисаи 
кунчи А -и чойгир аст. Дар хаки- 
кат, агар аз нуктаи М , ба тараф­
хои AD  ва А В перпендикулярхои 
М ,Е  ва M/F-po гузаронем (расми 
82), он гох мувофики теорема дар 
бораи се перпендикуляр (ниг. ба 
пункти 10) кунчхои АЕМ , ва 
AFM\ кунчхои рост мебошанд.
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Мувофики шарти масъала Z MAD = ZMAB = 60°. Пас секун­
чахои росткунчаи АЕМ ва AFM дорой ду кунчи баробар 
мебошанд, яъне онхо монанданд. Аз сабаби умумй будани 
гипотенузаи AM, онхо ба хамдигар баробаранд. Яъне 
ME = MF . Порчахои М ХЕ ва M XF проектсияи моилхои ME 
ва MF дар хамвории росткунча мебошанд. Баробарии моилхо 
ба баробароии проектсияхо баробаркувва аст. Пас 
ЕМ Х -  M XF . Аз ин чо ва аз рост будани кунчхои М ХЕА ва 
M XFA бармеояд, ки AFM XE квадрат аст, пас А М Х бисект- 
рисаи кунчи DAB мебошад, яъне ZA M XE - Z A M XF = 45°. 
Кунчи матлуб ф = ZM AM , аст. Бигзор A M  = а. Аз секунчаи

АМЕ: А Е -А М ■ cosZMAD= ЛМсоэбОР = ° . Аз секунчаи АЕМХ :

2
АЕ -  АМ Х cosZ A M {E = AM t ■ cos45° = АМ Х ■ ^ . Аз ин чо

О О
AM. = ■ АЕ -  д 3 секунчаи А М .М :

2 2 2 2

а
Л А4 о 1 

cos^= ’ = = . Х,амин тарик, q>=ZMAM,=45°.
AM a ~J2

1. Кунчи байни хатхои рости хамдигарро мебуридагй дар 
фазо чй тавр муайян карда мешавад? Кунчи байни хатхои 
рости чиликй -  чй? 2. Барои чй кунчи байни хатхои рости 
чиликй аз интихоби хатхои рости ба онхо параллел вобаста 
нест? 3. Барои чй кунчи байни хатхои рост дар фазо танхо 
бузургй буда, фигураи геометрй нест? 4. Дар кадом холат 
хатхои рости чиликй бо хам перпендикуляр номида 
мешаванд? 5. Кунчи байни хати рост ва хамворй чй тавр 
муайян карда мешавад? Кунчи байни моил ва хамвориро 
чй тавр муайян кардан мумкин аст?
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159. Хати рости а ба хамвории от перпендикуляр аст. Исбот 
кунед, ки вай ба хар гуна хати рости Ь, ки дар хамворй 
чойгир аст, перпендикуляр мебошад.

160. Бигузор ABCD A,B,C,D , куб аст. Кунчи байни хатхои 
рости: 1) АВ, ва СС,\ 2) АВ, ва CD,\ 3) АВ, ва DA, -ро 
ёбед.

161. Нуктаи А аз хамворй дар масофаи h чойгир аст. 
Дарозии моилхоеро, ки ба хамворй дар зери кунч-хои:
1) 30°; 2) 45°; 3) 60° гузаронида шуданд, ёбед.

162. Аз нуктае, ки аз хамворй дар масофаи а чойгир аст ду 
моили бо хамворй кунчхои 45° ва 30° ташкил 
мекардагй гузаронида шудааст. Дар навбати худ ин 
моилхо байни худ перпендикуляр мебошанд. Масофаи 
байни охирхои моилхоро ёбед.

163. Дарозии моил а аст. Проектсияи ин моил ба хамворй 
ба чй баробар аст, агар кунчи байни моил ва хамворй 
ба: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60° баробар бошад?

164. Охирхои порчаи дарозиаш Юм аз хамворй дар 
масофаи 2и ва 3,w чойгиранд. Порча хамвориро 
мебурад. Кунчи байни порча ва хамвориро ёбед.

165. Тарафи АВ-и квадрата ABCD  дар хамвории «чойгир аст. 
Тарафи ВС  бо хамворй кунчи 60°-ро ташкил медихад. 
Кунчи байни хати рости А С ва хамвории «-ро ёбед.

166. Тарафи АВ-и секунчаи мунтазам дар хамвории «  
чойгир аст. Тарафхои А С  ва ВС  ба хамворй дар зери 
кунчи 45° моиланд. Кунчхои байни медианахои 
секунчаи ABC  ва хамвории «-ро ёбед.

167. Аз нуктаи аз хамворй дар масофаи а чойгир буда, ду 
моил ба хамворй гузаронида шудааст, ки онхо бо 
хамворй кунчхои 45°-ро ташкил мекунанд. Кунчи 
байни моилхо 60° аст. Масофаи байни нуктахои охири 
моилхоро ёбед.

168. Аз нуктаи аз хамворй дар масофаи а чойгирбуда, ба 
хамворй дар зери кунчи 30° ду моил гузаронида 
шудааст. Дар айни хол проектсияи ин моилхо кунчи 
120°- ро ташкил медихад. Масофаи байни нуктахои 
охири моилхоро ёбед.
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Масъалах,о барои такрор

169. Аз нукта ба хамворй ду моил гузаронида шудааст, ки 
дарозиашон 17см ва 15см аст. Проектсияи якеи онхо аз 
проектсияи дигараш 4 см зиёд аст. Проектсияи 
моилхоро ёбед.

170. Исбот кунед, ки суммаи квадратхои диагоналхои 
параллелограмм ба суммаи квадратхои тарафхои он 
баробар аст.

172. Медианахои секунчаи ABC  дода шудаанд. Тарафхои 
он ёфта шавад.

13. Кунчи байни ду х,амвори.
Масох,ати проектсияи перпендикулярии бисёркун^а

I. Мафхуми нав -  купцы байны ду хамвориро дохил 
мекунем. Агар ин хамворихо параллел бошанд, ин кунч ба 
нул баробар хисоб карда мешавад.

Бигузор хамворихои а  ва (3 аз руи хати рости с бурида 
мешаванд.

Таърифи 1. Кущи байни ду хамвории хамдигарро 
мебуридагии а  ва /3 гуфта, кунчи байни хатхои рости а ва Ъ- 
ро, ки хангоми бо хамво­
рии дилхохи у  бурида шу­
дани а  ва /3 хосил мешавад 
меноманд. Дар айни хол 
пиндошта мешавад, ки 
хамвории у  ба хати рости 
с, ки аз руи он хамворихои 
а  ва /9 бурида мешаванд, Расми 83
перпендикуляр мебошад 
(расми 83).

Нишон медихем, ки кунчи ин тавр муайян карда мешу- 
дагй аз интихоби хамвории бурандаи у  вобаста нест. Дар 
хакикат, бигузор (pY ва еру кунчхоеанд, ки хангоми интихоби 
хамворихои бурандаи у  ва у ' хосил мешаванд. Азбаски
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хамворихои /в а  у ' ба хати рости с перпендикуляранд, пас 
онхо бо хам параллел мебошанд (ниг. ба пункти 9, ба тео- 
ремахо дар бораи ду перпендикуляр). Барои хамин хатхои 
рости буриши онхо бо хамворихои а  ва /? хатхоеанд, ки бо 
хамдигар параллел мебошанд. Пас мувофики теоремаи 25 
(ру -(р Г' мебошад.

Инак, бо дода шудани ду хамвории хамдигарро 
мебуридагй кунчи байни онхо яккимата муайян карда 
мешавад.

Барои сохтани кунчи байни хамворихои а  ва (3 ин тавр 
амал мекунанд: 1) Ё нуктаи С-ро аз хати рости буриши ин хам­
ворихо с гирифта, аз руи нуктаи С дар ин хамворихо хатхои 
рости а ва Ь-ро, ки бо хати рости с перпендикуляранд 
мегузаронанд. Кунчи байни хатхои рости а ва b ба кунчи 
байни хамворихои а  ва (3 баробар аст, чунки аз руи аломати 
перпендикулярии хатхои рост ва хамворй (аз руи теоремаи 14) 
хамвории аз руи хатхои рости а ва b мегузаштагй ба хати 
рости с перпендикуляр аст. 2) Ё ки созиши бисёр вомехурдаи 
зеринро истифода мекунанд: нуктаи А-ро аз хамвории а, ки ба 
хати рости с тааллук надорад, мегиранд ва аз он ба хати рости 
с перпендикуляри АВ, баъд ба хамвории дуюми (3перпендику­
ляри А А '-ро мегузаронанд (расми 84). Дар ин вакт кунчи АВА1 
кунчи байни хамворихои а  ва /3 мешавад. Дар хакикат, муво­
фики созиш А В ба с перпендикуляр аст. Аз руи теорема дар

бораи се перпендикуляр (теоремаи 
20) А'В низ ба с перпендикуляр 
мебошад. Барои хамин ба хатхои 
рости В А ва В А' мулохизаронихои 
дар созиши 1) овардаро татбик на- 
мудан мумкин аст.

Хотирнишон мекунем, ки ай­
нан мисли холати хатхои рост, 
кунчи байни ду хамворй ин че- 
наки кунчии дар байни 0° ва 90° 
махдудбуда аст, на фигураи 
геометрй.

Расми 84
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Масъалаи 1. Секунчаи баробартарафи A B C , ки тарафаш 
8ел/ аст, дода шудааст. Аз нуктаи D-и берун аз хамвории 
секунча ба маркази секунча Е перпендикуляр фароварда 
шудааст, ки дарозиаш 4см аст. Кунчи байни хамворихои 
секунчахои ABC  ва ABD -ро меёбем.

Хал. Кунчн байни ин хамво- 
рихоро, мисли созиши 1) амал 
карда месозем (расми 85). Мар­
кази секунча аз сабаби баробар- 
тараф буданаш дар баландии 
CF чойгир аст. Нуктаи £>-ро бо 
нуктахои А, В ва / ’пайваст меку­
нем. Аз руи теорема дар бораи 
се перпендикуляр (теоремаи 20)
DF 6 а А В перпендикуляр меша­
вад. Хдмин тарик, кунчи байни 
хамворихои секунчахои ABC  ва 
ABD кунчи DFC аст. Бузургии 
ин кунчро меёбем. Аз секунчаи 
ACF:

О Гэ
CF = АС ■ sin ZA -  АС ■ sin 60° = = 4л[3см. Мувофики

1 4 J 3  4
хосияти медиана EF = —CF = ----- = —==• см. Агар w=/_DFEз з 4з

DE 4гузорем, он гох tgcp -  -  = 3 . Инак, (р=60°.
EF 4

3

Масьалаи 2. Тарафи ромби A BCD  6см ва кунчи А -и он 60° 
аст. Аз нуктаи Е-и берун аз хамвории секунчаи ABC  пер­
пендикуляри BE, ки дарозиаш 3л/3~ см аст гузаронида шудааст. 
Кунчи байни хамворихои секунчахои ABC  ва AED-ро меёбем.

Хал. Дар аввал кунчи байни ин хамворихоро сохтан лозим 
аст. Аз куллаи В ба тарафи AD  перпендикуляри BF-po ме­
гузаронем (расми 86). Хати EF-ро гузаронида мебинем, ки вай 
мувофики теорема дар бораи се перпендикуляр ба тарафи AD  
перпендикуляр мешавад. Кунчи EFB кунчи матлуб мебошад.
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Е Аз секунчаи AFB:

Мувофики шарти масъала
Е В - Зл/Зсм аст, пас E B-BF  
мебошад, яъне секунчаи EFB 
секунчаи баробарпахлуи рост- 
кунча аст.

А В Аз ин чо tp-ZEFB=45°.
Расми 8 6 II. Дар ин кием боз якчанд

мафх,умх,ои дигарро дохил мекунем. Дар пункти 9 мо чунин 
мафхумхо ба монанди моил, асоси моил ва проектсияи 
(ортогоналии) моилро дар хамворй дохил карда будем. Дар 
айни замон мухим аст, ки моил (порчаи хати рост) хам­
вориро дар зери кунче бурад.

Фарз мекунем, ки нуктаи берун аз хамворй дода 
шудааст. Асоси перпендикуляре, ки аз ин нукта ба хамворй 
гузаронида шудааст, проектсияи перпендикуляри ё орто­
гоналии нуцта дар хамворй ё кутох проектсияи нуцта ном 
дорад. Агар нукта дар хамворй чойгир бошад, он гох 
проектсияаш худаш аст.

Бигузор хати рости а ва хамвории а  дода шудаанд ва 
хати рост ба хамворй перпендикуляр нест. Х,ар як нуктаи 
чунин хати ростро дар хамворй проектсия карда, хати 
ростро хосил мекунем, ки онро проектсияи перпендикулярии 
(проектсияи) хати рости а дар хамвории «меноманд.

Дурустии ин тасдикро нишон медихем. Яъне, нишон 
медихем, ки проектсияи хати 
рост дар хамворй хати рост
аст. Ду холатро дида меба- ------------- ге­
роем: а) хати рост ба хамворй 
параллел аст (расми 87). Ду
нуктаи дилхохи он А ва В-ро 
ба хамвории а  проектсия 
карда (аз онхо перпендикуляр 
фароварда), аз руи проектсияи 
онхо (нуктахои А 1 ва В,) дар Расми 87



хдмвори хати рости Ь-ро мегузаронем. Проектсияи хар гуна 
нуктаи а дар а  дар хати рости b чойгир аст, чунки масофаи 
байни нукта ва проектсияаш ба масофаи байни хати рост 
ва хамворй баробар аст, яъне ба бузургии доимй. Дар ин 
холат хати рост ба проектсияаш параллел мебошад.

б) хати рост хамвориро мебурад 
(расми 88).

Хамаи перпендикулярхои аз хати 
рости а ба хамвории а  гузаронида- 
шуда байни худ параллеланд (тео­
ремаи 18). Бигузор /3 хамвориест, ки 
аз руи ин хат ва яке аз ин пер- 
пендикулярхо гузаронида шудааст.
Х,амаи перпендикулярхо, ки аз хати 
рост ба хамворй гузаронида шуда­
анд, дар хамвории J3 чойгиранд.
Барои хамин асоси ин перпендикулярхо дар буриши хамво­
рихо чойгир аст. Ин буриш бошад хати рост аст. Тасдик 
исбот шуд.

Эзохи 1. Агар хати рост ба хамворй перпендикуляр 
бошад, он гох проектсияаш дар хамворй аз нукта иборат 
аст (нуктаи буриши хат бо хамворй).

Эзохи 2. Амалан мафхуми проектсияи хати рост дар 
хамвориро дар кисми III-и пункти 12 дохил карда будем. 
Дар ин чо бо максади асоснок кардани мафхуми 
проектсияи фигураи геометрй (таърифи 2) онро васеътар 
муоина намудем.

Бигузор фигураи геометрй ва хамворй дода шудаанд.
Таърифи 2. Проектсияи перпендикулярии (ортогоналии) 

фигура дар хамворй гуфта фигураеро меноманд, ки хар як 
нуктаи он проектсияи ягон нуктаи фигураи додашуда мебошад.

Баъзан проектсияи фигура аз худи фигура фарк кар- 
данаш мумкин аст. Масалан, проектсияи давра метавонад 
порча бошад. Вале аз мулохизаронихои боло бармеояд, ки 
проектсияи порча хамеша порча аст. Бар замми ин нишон 
додан мумкин аст, ки порчахои баробар дорой проект- 
сияхои баробаранд, проектсияи хатхои рости параллели ба 
хамворй перпендикуляр набуда параллеланд ва гайра.
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Далели мухимаш он аст, ки проектсияи бисёркунча дар 
хамворй ратман бисёркунча аст, агар бисёркунча дар хам­
вории ба хамвории аввала перпендикуляр чойгир набошад 
(вагарна проектсияаш порча мебошад).

Теоремаи 26. Масохати проектсияи перпендикулярчи 
бисёркунча дар хамворй ба хосили зарби масохати он ба 
косинуси кунчи байни хамвории бисёркунча ва хамвории 
проектсия баробар аст.

Исбот. Исботро танхо дар холати секунча будани 
бисёркунча меорем ва онро хам дар холати хусусй. Фарз 
мекунем, ки секунчаи ABC  ва хамвории «  дода шудаанд. Се 
холати имконпазир мавчуд аст: 1) яке аз тарафхои секунчаи 
ABC  дар хамвории а  чойгир аст; 2) яке аз тарафхои се­
кунчаи ABC  ба хамвории а  параллел аст; 3) секунчаи ABC  
дар хамвории а  чойгир набуда, ягон тарафи он ба хам­
вории «параллел нест.

Хдлати 1)-ро дида меба- 
роем. Фарз мекунем, ки та­
рафи ВС-и секунчаи ABC  дар 
хамвории а  чойгир аст 
(расми 89). Проектсияи се­
кунчаи ABC  дар хамвории аз 
руи тарафи ВС  мегузаштагии 
хамвории а, секунчаи А,ВС  
аст, ки нуктаи А, асоси пер­
пендикуляри аз нуктаи А фа- 
ровардашуда мебошад.

Аз А ба тарафи ВС  пер­
пендикуляри A D -ро мегузаронем. Мувофики теорема дар 
бораи се перпендикуляр (теоремаи 20) A,D  ба ВС  пер­
пендикуляр аст. Барои хамин (p=ZADA, кунчи байни хам­
вории секунчаи ABC  ва хамвории «аст.
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• В С - A D , пас SMBC — SM BC • cos(р .

Инак, теорема дар холати хусусие, ки мо дида барома- 
даем, дуруст аст. Ба ин монанд, теоремаро дар холатхои 2) 
ва 3) хам исбот кардан мумкин мебошад.

Дар холати умумй, масохати проектсияи бисёркунчаро 
дар хамворй бо тарзи ба секунчахо чудо кардани ин 
бисёркунча ва бо рохи ёфтани суммаи масохатхои проект- 
сияхои хар як секунча дар ин хамворй бо осонй хисоб кардан 
мумкин аст. Бо хамин мулохиза теоремаро исботшуда 
мешу морем.

Ду масъалаи нисбатан содаро, ки халлашон бо исти- 
фодаи теорема хосил мешавад, дида мебароем.

Масъалаи 1. Масохати секунчаи ABC 30см2 аст. Тараф­
хои проектсияи ин секунча дар хамворй, ки секунчаи 
А/В/С, аст, мувофикан ба 6см, \ 0 см ва 14см баробар 
мебошанд. Кунчи байни хамворихои ин секунчахоро 
меёбем.

Хал. Агар кунчи байни хамворихои секунчахои ABC  ва 
А,В,С , (р бошад, он гох мувофики теорема 
SM,BlCl = S AABC-cos(p. Барои ёфтани <р бояд ^ ДС/-ро донем.
Хар се тарафи секунчаи А ,В ,С 1 дода шудааст, барои хамин 
формулаи Геронро истифода мекунем:

U-I-1UT14 „ _ I--------------------------------  /—
р=  =15 см, SM/B]Ci = ^ 1 5 (1 5 -6 ) (1 5 -1 0 ) (1 5 -1 4 )  = 1 Ш  см2.

Пас cos (р =
5 30 2ЛАВС
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Масъалаи 2. Хамворихои а  ва /3 дода шудаанд. Секун­
чаи баробартарафи ABC  дар хамвории а  чойгир буда, 
тарафаш 2 см аст. Кунчи байни хамворихо ба 60° баробар 
мебошад. Масохати проектсияи секунчаи ABC-ро дар 
хамвории /?меёбем.

Х,ал. Агар проектсияи ABC  дар хамворй /3 секунчаи 
A,B,Ci бошад, он гох аз руи теорема

= $аавс - cos60° = — . Секунчаи ABC  баробартарафАА/В/С j

2̂  -д/з л/З
аст, бинобар ин SMBC= —- — = д/3 см2. Пас SMAC^-  —  см2.

Кайд мекунем, ки теоремаи 26-ро асосан барои хисоб 
кардани масохати буришхои гуногун, ки хангоми бо хамворй 
буридани чисмхои геометрй хосил мешаванд, васеъ истифода 
мебаранд. Дар оянда дар рафти давом додани омузиши 
стереометрия (дар синфи 11) инро мушохида хохем кард.

1. Кунчи байни ду хамворй чй тавр муайян карда мешавад? 
Барои чй бо таърифи 1 ин кунч яккимата муайян карда 
мешавад? 2. Кунчи байни ду хамвории хамдигарро мебу­
ридагй чй тавр сохта мешавад? Хдр ду тарзи созиши ин 
кунчро баён намоед. 3. Масохати бисёркунча ва масохати 
проектсияи перпендикулярии он дар ягон хамворй чй гуна 
алокамандй доранд?____________________________________

172. Ду секунчаи баробарпахлу асоси умумй доранд. Хам­
ворихои онхо байни худ кунчи 60° ташкил медиханд. 
Асоси умумй ба 16л*, тарафи пахлуии яке аз секунчахо 
ба 17лг баробар аст. Тарафхои пахлуии секунчаи дигар 
перпендикуляранд. Масофаи байни куллахои секунча­
хо ёфта шавад.

173. Ду хамворй хамдигарро дар зери кунчи 30° мебуранд. 
Нуктаи А, ки дар якеи ин хамворихо чойгир аст, аз 
хамвории дигар дар масофаи а меистад. Масофаро аз 
ин нукта то хати рости буриши хамворихо ёбед.

174. Секунчахои баробарпахлуи A BC  ва ABD  бо асоси 
умумии А В дар хамворихои гуногун, ки кунчи
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байнашон ба q> баробар аст, чойгиранд. Кунчи <р-ро 
ёбед, агар АВ=24м, АС=65м, AD=20m , CD=63m бошад.

175. Кунчи байни хамворихоро ёбед, агар нуктаи дар яке аз 
онх,о гирифташуда аз хати рости буриши онхо дар 
масофаи аз хамвории дигар 2 карат зиёд чойгир 
бошад.

176. Катетхои секунчаи росткунча 1м ва 24м мебошанд. 
Масофаро аз куллаи кунчи рост то хамворие, ки аз 
руи гипотенуза гузашта бо хамвории секунча 30°-ро 
ташкил мекунад ёбед.

177*. Исбот кунед, ки дар пирамидаи мунтазам: 1) тегахои 
пахлуй; 2) руяхои пахлуй ба хамвории асос якхел моиланд.

178*. Дар пирамидаи чоркунчаи мунтазам кунчи байни 
руяхои пахлуй ва хамвории асос ба <р баробар аст. Кун­
чи байни тегахои пахлуй ва хамвории асос ёфта шавад.

179. Дар пирамидаи секунчаи мунтазам кунчи байни 
руяхои пахлуй ва хамвории асос ба (р баробар аст. 
Кунчи байни руяи пахлуй ва хамвории асосро ёбед.

180. Исбот кунед, ки дар куби A BCD A,B ,C ,D , хамворихои 
А СС,А , ва A,BD  бо хам перпендикуляранд.

181. Исбот кунед, ки диагонали А С ,-и куби ABCDA,B,C,D, бо 
хамворихои A,BD  ва CB,D, перпендикуляр мебошад.

182. Аз руи тарафи АВ -и секунчаи ABC  хамвории а  гуза­
ронида шудааст, ки бо хамвории секунча кунчи 60°-ро 
ташкил мекунад. Масохати проектсияи перпенди­
кулярии секунчаи A BC -ро ба ин хамворй ёбед, агар 
АВ=5м  ва дарозии баландии аз нуктаи С фаровар- 
дашуда ба 2м баробар бошад.

Масъала^о барои такрор

183. Аз нукта ба хамворй ду моил гузаронида шудааст, ки 
якеи онхо аз дигараш 6см дарозтар аст. Проектсияи 
моилхо ба 17см ва 1см баробаранд. Дарозии моилхоро 
ёбед.

184. Моил бо хамворй кунчи 45°-ро ташкил мекунад. Аз 
руи асоси моил дар хамворй дар зери кунчи 45° ба 
проектсияи моил хати рост гузаронида шудааст. 
Кунчи байни ин хати рост ва моилро ёбед.
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185. Исбот кунед, ки агар дар се­
кунчаи ABC  (расми 90) ба- 
робарихои а3+Ь3=с2 (а+Ь),

2
cos(a -  J3) -  cos(;r -  г) = ^

дурусг бошанд, он гох, ин се- 
кунча баробартараф мебошад. Расми 90

Маълумоти мухтасари таърихи дойр ба  
параллели ва перпендикулярй

Асосгузори илмии фанни геометрия олими Юнони Кадим 
Укдидус (Эвклид) (365-300 пеш аз мил од) хисоб мешавад. Вай 
дар асари худ «Ибтидо», ки аз 13 китоб иборат аст, мафхумхо 
(фигурахо) ва муносибатхои ибтидой ва нисбати онхо 
аксиомахоро дар хамворй ва дар фазо пешниход намуда, аз 
руи онхо назарияи илман чиддии геометрияро офаридааст. 
«Ибтидо» муддати дароз хамчун китоби дарсии курси (фанни) 
геометрияи мактабй истифода карда мешуд.

Се китоби охирини «Ибтидо» асосан маводи стереомет- 
риро дар бар мегирад. Алалхусус, дар китоби И-ум асосхои 
умумии стереометрия, масьалахои чойгиршавии хатхои рост 
ва хамворихо, аз он чумла, параллелй ва перпендикулярии 
онхо, инчунин таълимот дар бораи призма ва параллелепипед 
оварда шудааст. Мо кисми зиёди ин маводро дар китоби 
мазкур овардем.

Дар аввал геометрияи Укдидус кавй хисоб мешуд. Вале 
охиста-охиста баъзе мафхумхо, таърифхо ва аксиомаю пос- 
тулатхои (постулат -  коидае, ки хамчун хакикат кабул 
мешавад) дохил кардаи у, хусусан постулата 5-ум, зери шубха 
гузошта шуданд. Постулата 5-ум тасдик мекунад, ки агар ду 
хати рост бо хати рости сеюм бурида шавад, он гох ин ду хати 
рост хамдигарро аз хамон тараф мебуранд, ки хосили чамъи 
кунчхои дохила аз 180° хурд аст. Исботталаб будани ин тасдик 
хануз дар Юнони Кадим дарк карда шуда буд. Масалан, дар 
асри I пеш аз милод математики римй Посидоний (135-51 пеш
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аз милод) ба чои ин постулат фарзияи мавчудияти хатхои 
рости дар як масофа чойгирбударо пешииход карда, посулат- 
ро исбот карда буд.

Асрхои VUI-IX давраест, ки маркази тараккиёти 
математика аз Аврупо, Хдндустон ва Хитой ба мамлакагхои 
Шарки наздик ва Миёна мекучад. Дар ин давра асархои 
математикхои Бобулистону Юнон, Хдндустону Хитой ба 
забони арабй тарчума шуда, дастраси умум мегарданд ва дар 
асоси онхо тадкикоти илмй ривоч меёбад. Ба хдмаи кашфиёти 
геометрии илми ин мамолик наистода тащо сахми ахли илми 
онхоро дар назарияи хатхои рост ва дар кушиши исботи 
постулата 5-ум махсус кайд мекунем. (Бояд гуфт, ки то охири 
асри XIX масъалаи исботи ин постулат диктата хамаи 
математикхои бузурги дунёро чалб кардааст.)

Дар асри IX исботи постулат аз тарафи олимони араб 
Чдвхарй, Ибни К,орро ва Найрезй диккатчалбкунанда 
мебошад. «Донишнома»-и Абуалй Ибни Сино (980-1037) 
дорой ду боби риёзй аст, ки якеи он ба геометрия бахшида 
шудааст. Ин боб баёни «Ибтидо»-и Уклидусро бо исботхо, ки 
кисми зиёди онхо бо исботхои Уклидус якхела нестанд, дар 
бар мегирад. Ибни Сино постулати 5-умро исбот кард, ки он 
ба фарзияи мавчудияти хатхои рости дар масофаи баробар 
чойгиршуда (ин фарзия бо постулати исботшаванда 
баробаркувва аст) асос карда шудааст. Хасан Ибни Хайсам 
(956-1039) аз ш.Басраи Ирок барои исбот аз аксиомаи 
Архимед (мавчудияти порчае, ки ба порчаи додашуда то 
андозаи дилхох карата аст) истифода кардааст. Нодурустии 
исботи Хайсам дар он аст, ки аксиомаи Архимед хулосаи 
постулат мебошад ва баръакс. Исботи У мари Хайём (1048- 
1131) ба фарзияи он ки агар ду хати рост ба хамдигар наздик 
шаванд, он гох онхо хатман хамдигарро мебуранд, такя 
мекунад. Ин фарзия хам, ба постулат баробаркувва мебошад.

Бузургтарин математики асри ХШ-и дунё Насирудцини 
Туей (1201-1272) дар асархояш «Тахрири Уклидус» (иборат аз 
28 китоб), «Усули хандаса» ва «Шакл-ул-китъа» назарияи 
параллелии хатхои ростро аз руи истифодаи натичахои 
Ч,авхарй ва Хайём инкишоф дода, ду тарзи исботи постулати 
5-умро пешниход кардааст. Туей дар яке аз ин исботхо аз 
далели хамдигарро буридани перпендикуляр ва моил, ки аз як
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нук,та ба хати рост гузаронида шудаанд, дар дигараш, аз он ки 
аз нуктаи дохилии кунч хати ростеро гузаронидан мумкин аст, 
ки он хар ду тарафи кунчро мебурад истифода мекунад. Инхо 
бошанд ба постулат баробаркувваанд. Вале бояд кайд кард, ки 
аз хамаи исботхои постулата 5-ум, ки то замони мо омада 
расидаанд, мукаммалтаринаш исботи пешниходкардаи Туей 
мебошад. Исботи дар нимаи дуюми асри XIII 
пешниходкардаи Шамсиддини Самаркандй мохнятан аз 
исботхои Хайём ва Туей кам фарк мекунад.

Кушишхо дар кори исботи постулата 5-ум бесамар бошанд 
хам, онхо боиси пайдо шудани пахлухои нави назарияи парал- 
лелии хатхои рост гардиданд. Натичахои дар муддати 5 аср ба 
даст овардаи олимони Шарки асримиёнагй дар оянда асоси тад- 
кнкоти олимони А вру по шуданд. Онхо барои пайдоиши 
геометрияи нав, ба ном-гайриэвклидй шароит фарохам оварданд.

Математики машхури рус Николай Лобачевский (1792- 
1856) аввалин шуда исботнопазирии постулатро (соли 1826) 
нишон дод. (Чуноне пайхас кардаем, исботи постулата мазкур 
маънии бо истифодаи дигар аксиомахои Уклидус исбот 
кардани онро дорад.) Лобачевский мавчудияти системаи 
геометриеро мукаррар кард, ки дар он постулата 5-ум ба 
постулата мукобилаш иваз шудааст. Пайдоиши геометрияи 
Лобачевский ё геометрияи гайриэвклидй дар инкишофи 
геометрия ва умуман математика давраи нав кушод ва боиси 
такон додани методхои аксиоматикии тадкикот шуд. 
(Хотирнишон мекунем, ки баъдтар (соли 1832) мустакилан 
геометрияи гайриэвклидиро математики мачор Я. Бойя (1802- 
1860) низ кашф кардааст). Аввалин шуда ин геометрияро 
математики бузурги немис К.Ф.Гаусс (1777-1855) эътироф 
карда, дар рушди он сахмгузорй кардаст. Барои хамин 
геометрияи гайриэвклидиро геометрияи Лобачевский-Бойя- 
Гаусс хам мегуянд.

Ба таърихи назарияи перпендикулярй дахл карда хаминро 
кайд мекунем, ки теорема дар бораи се перпендикуляр дар 
«Ибтидо»-и Уклидус оварда нашудааст. Ин теоремаро 
аввалин шуда Насируддини Туей дар асари худ «Рисола рочеъ 
ба чортарафаи пурра» оварда исбот кардааст. Дар Аврупо 
фаронсавихо Луи Бертран (1731-1812) якумин шуда тасвияи ин 
теорема ва Анре Лежандр (1752-1833) дар асараш «Элементхои
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геометрия», ки соли 1794 чоп шудааст, исботашро меоранд. 
Бинобар ин теоремаро дар бораи се перпендикуляр, ки дар 
хозира дар исботхо ва дар халли масъалахо курби баланд 
дорад, теоремаи Тусй-Бертран-Лежандр номидан аз руи 
адолат мебуд.

§5. КООРДИНАТАХО ДАР ФАЗО

Дар курси геометрияи синфи 8 мо аллакай коор- 
динатахои декартиро дар хамворй смухта будем. Дар 
хамон чой бо чунин мафхумхо ба монанди координатахои 
нукта, масофаи ду нуктаи хамворй, координатаи буриши 
ду хати рост, чойгирщавии ду хати рост нисбати системаи 
координатавй, табдилдихихо (харакат, симметрия, парал- 
лелкучонй), векторхо, дарозии вектор, зарби адад бар 
вектор, зарби скалярии векторхо шинос шуда будем. Акнун 
ин махфумхоро дар фазо пахн мекунем.

14. Координатах,ои декартй

Нуктаи дилхохи фазо 0-ро 
шрифта аз он се хати рости ба 
якдигар перпендикуляри Ох,
Оу ва Oz-ро мегузаронем. Му­
вофики назарияи пункти 8 чу­
нин созиш хамеша имконпа- 
зир аст (ниг. ба масъалаи ра­
ками 116). Дар хакикат, кифоя 
аст, ки дар хамворй ду хати 
рости перпендикулярро шрифта, 
дар нуктаи буриши онхо ба 
хамворй перпендикуляр бар- 
карор намоем (расми 91). Рпгми 91

Аз руи хар як чуфти ин 
хатхо хамворй мегузаронем. Хдмвориеро, ки аз руи хат­
хои рости Ох ва Оу мегузарад, хамвории Оху меномем.
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Ду х,амвории дигар мувофикан 
хамворихои Oyz, Oxz ном доранд. 
Хатхои рости Ox, Оу, Oz тирхои 
координатавй (Ох -  тири абсисса, 
О у-  тири ордината, Oz -  тири 
апликата), хамворихои Оху, Oyz, 
Oxz х,амворих,ои координатавй 
ном доранд. ХамвоРи*ои коорди­
натавй байни худ перпендикуля­
ранд. Нуктаи буриши тирхои 
координатавй О ибтидои коорди­
ната ном дорад. Нуктаи О хар 
яке аз тирхои координатавиро ба 
ду нимхатхои рост -  нимтир^о 
чудо мекунад. Якеашро мусбат, 

дигарашро манфй меномем.
Акнун мафхуми координатаи нукршро дохил мекунем. 

Бигузор нуктаи дилхохи А дода шудааст. Аз нуктаи А хам­
вории ба хамвории Oyz параллелро мегузаронем. Вай тири 
Ох-ро дар ягон нуктаи Ах мебурад. Координатаи (абсиссаи) х-и 
нуктаи А гуфта ададеро меноманд, ки киматаш ба масофаи 
порчаи ОАх баробар аст. Ин кимат мусбат аст, агар Ах дар 
нимтири мусбати тири Ох ва манфй аст, агар дар нимтири 
манфй вокеъ бошад. Рафту агар Ах бо нуктаи О хамчоя шавад, 
он гох х=0  хнсоб карда мешавад. Координатахои у  ва z-и 
нуктаи А айнан хамин тавр муайян карда мешаванд. 
Координатаи нуктаро дар кавс дар пахлуй ишорати харфии 
нукта менависем: A (x;y;z). Баъзан бе ишорати харфй хам, 
яъне хамчун (x;y;z).

Мухимтарин масъалае, ки пайдо мешавад чунин аст: 
магар барои хар як се адади батартибовардашудаи (x;y;z) 
дар фазо нуктае мавчуд хает, ки дорой ин координатахо 
мебошад? Ч,ав°б мусбат аст. Дар хакикат, дар тирхо 
нуктахои Ах(х;о;о), Ау(о;у;о), A:(o;o;z)-ро гирифта аз онхо 
се хамвории ба хамворихои координатавй параллел (яъне, 
ба тирхо перпендикуляр) мегузаронем. Нишон додан 
мумкин аст, ки ин хамворихо хамдигарро дар як нуктаи А 
мебуранд. Зохиран фахмост, ки координатахои нуктаи А 
ададхои х, у, z  мебошанд.

/
Расми 92
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Масъалаи 1. Нуктаи А (3;2;4)-ро дар фазой координата- 
вй тасвир мекунем.

Х,ал. Аз нуктахои х=3, у - 2 ва 
z-A  се хамворихои ба хамворихои 
координатавй параллел бударо 
гузаронида мебинем, ки ин хам­
ворихо хамдигарро дар як нукта 
мебуранд. Ин нукта нуктаи матлуб 
мебошад (расми 93).

Эзох,. Буриши ин се хамворй ва 
хамворихои координатавй паралле- 
липед аст, ки он тралжлепипеди 
координатавй ном дорад (расми 93).

Барои А (x;y;z)  андозахои ин 
параллелопипед |х|, [у| ва |г| аст.

Масъалаи 2. Нуктахои А( 2;1;4), В{ 0;2;0), С(2;1;0), 
Z)(0;l;2) дода шудаанд. Кадоми онхо: 1) дар хамвории Оху; 
2) дар тири Оу; 3) дар хамвории Oyz чойгир буданашонро 
муайян мекунем.

Х,ал. Барои нуктахои хамвории Оху координатаи z  ба 
нул баробар аст. Барои хамин нуктахои В ва С  дар 
хамвории Оху чойгиранд. Барои нуктахои тири Оу ду 
координата х ва z нуланд. Пас нуктаи В ба тири Оу тааллук 
дорад. Нуктахои В ва D  дар хамвории Oyz чойгиранд.

1. Тирхо ва хамворихои координатавй гуфта дар фазо чиро 
меноманд? 2. Ибтидои координата ва нимтирхо чианд? 
Нимтирхои мусбат ва манфй -  чй? 3. Мафхуми координа­
таи нукта дар фазо чй тавр дохил карда мешавад? 4. Чаро ко- 
ординатахои нукта онро дар фазо яккимата муайян мена- 
моянд? 5. Чиро параллелепипеди координатавй меноманд?

186. Нуктаи: 1) А(1;-2;2); 2) £(4;3;0)-ро дар фазой коорди­
натавй тасвир кунед.

187. Кадоме аз нуктахои А{ 1;0;2), В( 1 ;-4;0), С(0;1;0), Д0;0;-2), 
Д-1,5;2;0), F{-3;0;0) дар: 1) тири Ох; 2) тири Оу; 3) тири Oz; 
4) хамвории Оху; 5) хамвории Oyz; 6) хамвории Oxz 
чойгиранд?
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188*. Аз нуктах,ои (1;0;0), (0;2;0), (0;0;3) се хамвории ба 
хамворихои координатавй параллел гузаронида шуда­
аст. Нишон дихед, ки онхо дар нуктаи ягонаи А( 1;2;3) 
хамдигарро мебуранд.

189. Барои нуктаи А (4;1;3) параллелепипеди координа- 
тавиро созед.

190. Координатахои куллахои паралллелепипеди коорди- 
натавии нуктаи А(2;3;1)-ро ёбед.

Масъалах;о барои такрор

191. Масофаи байни нуктахои А (-1;3) ва В(4;-1)-и дар 
хамворй бударо ёбед.

192. Координатахои миёначои порчаеро, ки нугхояш 
А(-2;-5) ва В(-5;2) мебошанд, ёбед.

193. Кунчи байни моили а ва хамворй 30° аст. Проектсияи 
моилро дар хамворй ёбед.

15. Масофаи байни ду нукта дар фазо. 
Координатахои миёначои порча

Бигузор нуктахои А ^х^у^г,) ва A 2(x2;y2;z2) дода шуда­
анд. Масофаи байни ин ду нуктаро бо воситаи коор- 
динатахояшон ифода мекунем.

Чи тавре медонем масофаи байни ду нуктаи А ,{х ,;у ,) ва 
А 2(х2;у2)-и хамвории Оху бо фор-
мулаиАхА2 = (х, - х 2 )2 + ( у { - у 2) 2

ифода меёбад. Мо шабехи (ана­
логи) ин формуларо барои нукта­
хои фазо хосил мекунем.

Фарз мекунем, ки хати рости 
А ,А 2 ба тири Oz параллел нест. Аз 
нуктахои А , ва А 2 хатхои рости ба 
тири Oz параллелро мегузаронем 
(расми 94). Онхо хамвории О ху-ро

дар нуктахои А\ ва Аг мебуранд.
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Абсиссаю ординатаи ин нуктахо бо абсиссаю ординатаи 
нуктахои А , ва А 2 якхелаанд, вале апликатаашон нул аст. 
Аз нуктаи А 2 хамвории ба хамвории Оху паралелро ме­

гузаронем. Вай хати рости A ,A i - ро дар нуктаи С мебурад. 
Секунчаи А ,С А 2 росткунча аст. Дар хакикат, хамвории аз 
нуктаи А 2 мегузаштагй ва бо Оху паралел буда ба тири Oz,

яъне ба хати ба ин тир параллели А , А\ перпендикуляр аст. 
Пас А ,С ±  А 2С. Барои хамин аз руи теоремаи Пифагор

а 1а 22= а 1с 2+ с а 22 .
Вале СА2= А,А2; A,A2 = (x ,-x 2) 2+ (y r y 2) 2, A ,C = \z2- z ]\. 

Барои хамин
A iA 22=(.х 2-х ,) 2+ (y 2- y j  2 + (z2-zj) 2.

Рафту агар порчаи А ,А 2 ба тири Oz паралел бошад, он 
гох A jA 2= \z 2-z ,\  буда, х 1= х 2, у ,= у 2 аст ва формулаи 
хосилшуда дар ин холат хам хамон натичаро медихад.

Хдмин тарик, барои масофаи байни нуктахои А, ва А 2 
формулаи зерин хосил мешавад:

А\А2 = л[ { х 2 - х , ) 2 +  (у 2 - y l) 2(z 2 - z , ) 2 .

Инак, масофаи байни ду нуцта ба решай квадратй аз 
суммаи квадратй фарцх;ои координатахои мувофици нуцта- 
х;о баробар аст.

Масъалаи 1. Масофаи нуктахои: 1) А(-3;2;1)ва В(4;1;7); 
2) А(х;4;-5) ва 5(3;1;4)-ро меёбем.

Хал:
1) \АВ\= 7(4 -  (-3))2 + (1 -  2)2 + (7 - 1)2 = л/72 + 12 + 62 = л/86 ;

2) АВ =  V(3-x)2+(1-4)2+(4-(-5))2 = 7 (3-х)2 +32 + 92 = J x 2 - 6 x + 9 9 .

Масъалаи 2. Дар тири Ох нуктаеро меёбем, ки аз 
нуктахои Л(1;2;3)ва В(-2; 1; 1) дар як хел масофа чойгир аст.

Хал. Агар С  нуктаи матлуб бошад, пас С(л:;0;0) аст. 
Мувофики шарт квадратй масофахо бо хамдигар 
баробаранд, яъне А С 2=ВС2. Мувофики формулаи масофа 
ва шарти масъала

А С2= (х -1 )2+22+32= (х-1 ) 2+13,
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ва
ВС2= (х + 2 )2+12+12= (х + 2 )2+2

(х-1 )2+ 13= (х + 2)2+2 
ё х2-2х + 14=х2+ 4х+6.

4 1
Аз ин чо 6х=8 ва х -  — = \ — -

3 4

Ч,авоб:

Акнун координатахои миёначои порчаи А ,А Гро бо 
воситаи координатахои нугхои он ифода мекунем (расми 
95). Бигузор C (x;y;z) миёначои 
порчаи А ,А 2 аст. Аз нуктахои 
А „С,А 2 хатхои ба тири Oz парал­
лелро мегузаронем. Онхо хам­
вории Оху-ро  дар нуктахои 
А , (Х],у,;0), С (х;у;0 ) ва 
А 2(х2;у2;0) мебуранд. Мувофики 
теоремаи Фалес нуктаи С; миёна­
чои порчаи А ,А 2 аст. Бинобар ин 
мувофики формулаи планиметрй 

X, - х ,  _ у , + у 2 

2
X = ■ У = -

Барои ёфтани z  кифоя аст, ки ба чои хамвории Оху 
хамвории Oxz-ро гирем. Яъне, порчаи А ,А 2-ро якчоя бо 
миёначои он С ба хамвории Oxz параллел ба тири Оу 
проектсия намоем. Дар айни хол барои z  формулаи монанд 
хосил мешавад:

z  = z ,+ z 2

Чун коида миёначои порчаи А ,Л 2-ро бо М А А̂ ишорат 
мекунем.

Масъалаи 3. Исбот мекунем, ки чоркунчаи A BCD, ки 
куллахояш А(0;2;-3), В(-1; 1; 1), С(2;-2;-1), £)(3;-1;-5) мебо­
шанд, параллелограмм мебошад.
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Хал.

М АС= М
0 + 2 2 - 2  - 3 - 1

M BD = M

2 2 2 
-1  + 3 1 -1  1 -5 '

= М ( 1;0;-2) ,

= М (1;0;-2).
. 2  2  2  у

Инак, диагоналхои чоркунча дар як нукта бурида шуда, 
дар нуктаи буриш ба ду хиссаи баробар таксим мешаванд. 
Пас чоркунча параллелограмм аст.

1. Масофаи байни ду нукта дар фазо бо кадом формула ифода 
мешавад? 2. Масофаи байни ибтидои координатахо ва нуктаи 
додашударо чй тавр ёфтан мумкин аст? 3. Координатахои 
миёначои порча, ки нугхояш дода шудааст, ба чй баробар аст? 
4. Чй тавр аз руи координатахои чор нукта мукаррар кардан 
мумкин аст, ки онхо куллахои параллелограмманд?

194. Масофаи байни нуктахои: 1) А (4;0;-2) ва В(2;-1;3);
2) А(-2;4;6) ва В(2; -2; 5)-ро ёбед.

195. Дар тири Оу нуктаеро ёбед, ки аз нуктахои А(2;3;0) ва 
В(-1;2;-5) дар як хел масофа чойгир аст.

196. Кадоме аз нуктахои А (4;-5;1) ё В{2\\;1) аз ибтидои 
координатахо дуртар аст?

197. Кадоме аз нуктахои у!(-3;3;1) ё В{4;-2;1) ба ибтидои 
координатахо наздиктар аст?

198. Масофаи нуктаи А (2;1;-3)-ро то: 1) хамворихои 
координатавй; 2) тирхои координатавй; 3) ибтидои 
координатахо хисоб кунед.

199. Нуктахои А(-2;3;5), В( 1;2;4), С(4;-3;6) куллахои секун- 
чаанд. Тарафхои секунчаро ёбед?

200. Оё нуктахои А(2;-1;0), 5(0;1;-4), С(1;-4;1) куллахои 
секунчаанд?

201. Координатахои миёначои порчаи нугхояш нуктахои 
А(-7;-5;2) ва .S(4;l;-6) буда чанданд?

202. Магар чоркунчаи A BCD, ки куллахояш дар нуктахои 
А(2;2;-3), Z?(-l;2;l), C(2;-3;-l), Z)(-3;-4;-5) чойгир аст, 
параллелограмм мебошад?

203. Нишон дихед, ки чоркунчаи A BCD  ромб аст, агар 
А(0;2;0), В(1;0;0), С(2;0;2), D(l;2;2) бошад.
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204. Координатахои куллаи D -и параллелограмми ABCD- 
ро ёбед, агар координатахои се куллаи дигари он 
А(0;2;-3), 5(3;4;5), С(4;7;1) дода шуда бошанд.

205. Куллахои секунча дода шудаанд: А(-4;1;5), /?(1;0;3), 
С(3;-2;1). Дарозии медианахои онро хисоб кунед.

206. Як нуги порча А (2;4;-2) ва миёначои он С(1;2;1) дода 
шудааст. Координатахои нуги дигари порча B(x;y;z)- 
ро ёбед.

Масъалах,о барои такрор

207. Секунчаи ABC  дода шудааст. Исбот кунед, ки:
1) sin А = sin (В + С); 2) cos А = - cos (В + С) аст.

208. Масофаи байни нуктаи М, ки берун аз хамвории а  
чойгир аст, то: 1) хамвории а, 2) хати росте, ки дар хам­
вории от чойгир аст, чй тавр муайян карда мешавад?

209. Дарозии хода бояд чанд бошад, то ки охирхои онро 
дар ду поях,ои амудии баландиашон 4м ва 8м, ки 
масофаашон 3м аст, гузоштан мумкин бошад?

210. Нуктаи А(4;2;5) дода шудааст. Координатахои кулла­
хои параллелепипеди координатавии ин нуктаро ёбед.

16. Харакат, симметрия ва параллелкучонй 
дар фазо

Агар хар як нуктаи фигураи додашударо бо ягон тарз 
чойгардон кунем, фигураи дигарро хосил мекунем. Дар ин 
холат мегуянд, ки ин фигура аз фигураи додашуда дар 
натичаи табдилдщй хосил шудааст. Дар хамворй чунин 
табдилдихихоро, ба монанди харакат, симметрия, параллел- 
кучонй ва гайраро муоина карда будем. Акнун ин маф- 
хумхоро дар фазо пахн намуда, хосияти онхоро муайян 
менамоем.

1°. Х,аракат. Айнан мисли харакат дар хамворй, харакат 
дар фазо хам як навъи табдилдихй мебошад.
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Таьриф. Табдилдихие, ки дар он масофаи байни нуктахо 
нигох дошта мешавад, х аРакат ном дорад.

Хамон тавре, ки дар хамворй мукаррар карда будем, 
дар фазо низ исбот карда мешавад, ки хангоми харакат 
хатхои рост ба хатхои рост, нимхатхои рост ба нимхатхои 
рост, порчахо ба порчахо табдил меёбанд ва кунчхои байни 
нимхатхои рост нигох дошта мешаванд.

Дар хакикат, бигузор нуктахои 
А,В, С  дар як хати рост чойгир буда, 
хангоми харакат ба нуктахои А , В, С  
табдил меёбанд. Агар фарз кунем, ки 
В дар байни Л ва С чойгир бошад, 
он гох А В +В С =А С  аст. Мувофики 
таърифи харакат, аз ин чо бармеояд, 
ки А Ъ '  + В 'С ' = А 'С 'мебошад. Ин 
маънои онро дорад, ки В ' дар хати 
рости А 'С ' чойгир аст (вагарна 
нобаробарии чиддии секунча 
А Ъ ' + В 'С ' > А 'С' ичро мешуд!) ва 
бар замми ин дар байни А '  ва С'.
Азбаски хати рост, нимхати рост, 
порча бо ду нуктаашон муайян мешаванд, пас хангоми

харакат хати рост ба хати рост, нур ба 
нур ва порча ба порча табдил меёбад. 
Нигох дошта шудани кунчхо аз ни- 
гохдории масофа ва аломати бароба­
рии секунчахо аз руи се тараф бар­
меояд (расми 96).

Хосияти нави харакат дар фазо бо 
чумлаи зерин ифода меёбад.

Теоремаи 27. Харакат хамвориро 
ба \амворй табдил медихад.

Исбот. Бигузор а  хамвории дилхох 
аст (расми 97). Дар он хати рости а ва 
нуктаи А-и дар он чойгир набударо 
мегирем. Нуктаи дилхохи В-и хати ростиРасми 97
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а-ро гирифта, аз руи нуктахои А ва В хати рости Ь-ро 
мегузаронем.

Хдракат ин хатхоро ба хатхои рости а 'в а Ь '  табдил меди- 
хад. Ин хатхо хамчоя шуда наметавонанд, чунки кунчи байни а ' 
ва b ' ба кунчи байни а ва b баробар аст. Аз болои хатхои рости 
хамдигарро мебуридагии а ' ва //хамвории а'-ро мегузаронем. 
Исбот мекунем, ки дар ин харакат 
хамвории а  ба хамвории а' табдил 
меёбад. Хати рости с-ро мегузаронем, 
ки хатхои рости а ва />ро мебурад 
(расми 97). Аз сабаби хангоми харакат 
нигох дошта шудани кунчхо хати 
рости с ' ки с ба он табдил ёфтааст, 
хатхои рости а 'ва b -ро мебурад, яъне 
с 'ва бо он нуктаи буришаш бо хати a '  
ки А"'аст хам дар хамвории о! чойгир 
аст. Инак, хар гуна нуктаи хамвории a  
хангоми харакат ба нуктаи хамвории 
а', ё ки а  ба а' табдил меёбад. Теорема 
исбот шуд.

Мисли хамворй, дар фазо ду фи­
гура баробар номида мешаванд, 
агар онхо хангоми ягон харакат 
хамчоя шаванд.

2°. Симметрия. Табдилдихихои сим­
метрия нисбат ба нукта (расми 98), 
нисбат ба хати рост (расми 99) ва гомо­
тетия айнан мисли табдилдихихо дар 
хамворй дохил карда мешаванд. Дар 
катори ин табдилдихихо дар фазо боз 
табдилдихни симметрияро нисбат ба 
хамворй муоина менамоянд. Ин маф- 
хум ин тавр дохил карда мешавад.
Бигузор «хамворй буда, X нуктаи дил- 
хохд фигураи фазо аст (расми 100). Аз 
нуктаи X  перпендикуляри ХА-ро фаро- 
варда дар давоми он порчаи А Х  - и ба

Расми 98

©
о

W

А,0= А О
а  А \ ДА ,0 1 „  А ,-> А

Расми 99
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порчаи АХ  баробарро чудо мекунем. Нуктаи А" ба нуктаи X  
нисбати хамвории а  симметрй номида мешавад. Чунин табдил- 
дих,й табдтдихии симметрия нисбати хамвории а  ном дорад.

Агар нуктаи X  дар хамвории а  чойгир бошад, он гох 
хисоб карда мешавад, ки вай ба худ табдил мегардад. Агар 
табдилдихии симметрия нисбат ба хамвории а  фигураро ба 
худаш табдил дихад, фигураро нисбат ба хамвории а  сим­
метрй меноманд ва хамвории а  хамвории симметрияи он 
номида мешавад.

Агар барои кутохгуфторй симметрияро нисбат ба нуктаи 
О бо S0, нисбат ба хати рости а бо Sa ва нисбат ба хамвории 
а  бо Sa ишорат кунем, он гох аз баробарии секунчахои А,ОА2 
ва А ',ОА 2-и расми 98 бармеояд, ки S0 харакат аст, яъне 
А ',А '2- А , А2. Ч и тавре дида будем дар хамворй Sa харакат буд. 
Нишон медихем, ки дар фазо Sa ва Sa низ харакатанд. Барои 
ин аввал масъалаи зеринро хал мекунем.

Масъалаи 1. Нуктаи (1;2;3) дода шудааст. Нуктахоеро, 
ки нисбат ба хамворихои координатавй ба ин нукта сим- 
метрианд меёбем.

Х,ал. Нуктае, ки нисбат ба хамвории Оху ба нуктаи 
(1;2;3) симметрй аст, дар хати рости ба хамвории Оху пер­
пендикуляр будагй вокеъ аст. Бинобар ин координатахои л: 
ва у -и онхо якхела аст: х -1 , у=2. Нуктаи симметрй аз 
хамвории Оху дар хамон масофа (дар дигар тарафаш) 
вокеъ аст. Бинобар ин координатаи 2 -и он факат бо ало- 
маташ фарк мекунад, яъне z= -3 . Инак, нуктае, ки нисбат ба 
хамвории Оху ба нуктаи (1;2;3) симметрй мебошад, нуктаи 
(1;2;-3) аст. Барои хамворихои координатавии дигар хал 
хамин тавр ёфта мешавад.

Теоремаи 28. Табдилдихии симметрия нисбат ба нукта, 
хати рост ва хамворй дар фазо харакат мебошад.

Исбот. Системаи координатавиро хамеша чунин интихоб 
кардан мумкин аст, ки хамвории симметрия а  бо хамвории 
координатавии Оху ва тири симметрия а  бо тири координа­
тавии Ох хамчоя шавад. Х,алли масъалаи боло нишон ме- 
дихад, ки симметрияи Sа -  Sn нуктаи A(x;y;-z)~ро ба нуктаи
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A  (x;y;z) табдил медихад. (Ин нуктахо дар хамвории Оху 
дорой проектсияи Аху(х;у;0) буда, аз он дар як хел масофа 
чойгиранд: |z|=|-z|.) Нуктаи дигари A^Xjiy^Zj) бошад ба 
нуктаи А у (хр-у,;^,) табдил меёбад. Зохиран фахмост, ки 
АА,=А 'А \ аст, яъне ^ х ар акат  мебошад.

Х,ангоми симметрия нисбат ба тири Ох бошад, нуктаи 
A (x ;y ;z) ба нуктаи A '(x;-y;-z) табдил меёбад. (Дар хакикат, 
миёначои порчаи А А '  нуктаи М (х;0;0) аст, яъне бо 
проектсияхои А ва А '  дар тири Ох якхела аст.) Мисли 
пешина нишон додан мумкин аст, ки ин симметрия низ 
харакат мебошад. Теорема исбот шуд.

Кайд мекунем, ки симметрия дар табиат васеъ пахн 
мебошад. Масалан, онро дар шакли баргхо ва гулхои 
растанихо, чойгиршавии узвхои гуногуни хайвонот ва 
одамон, чисмхои кристаллй мушохида кардан мумкин аст. 
Симметрия дар амалия, сохтмон ва техника васеъ истифода 
карда мешавад (бинохо, машинахо, механизмхо ва гайра).

3°. Параллелкучонй. Табдилдихие, ки дар он нуктаи 
дилхохи (x;y;z)-и фигура ба нуктаи (х+а; y+b; z+ c), ки дар 
ин чо а, Ь, с ададхои доимианд, табдил меёбад, 
параллелкучонй дар фазо ном дорад. Параллелкучонй дар 
фазо бо формулахои

х' = х + а ,  y ' = y + b ,  z '= z + c  
ифода мешавад. Дар ин чо х \  у', z ' координатахои нуктае 
мебошад, ки хангоми параллелкучонй нуктаи (x;y;z) ба он таб­
дил меёбад. Айнан чуноне ки дар хамворй исбот карда будем, 
хосиятхои зерини параллелкучонй исбот карда мешаванд:

1. Параллелкучонй харакат аст.
2. Х,ангоми параллелкучонй нуктахо аз руи хатхои 

рости параллел (ё хамчояшаванда) ба якхел масофа 
мекучанд.

3. Х,ангоми параллелкучонй хар як хати рост ба хати 
рости ба он параллел (ё ба худаш) табдил меёбад.

4. Нуктахои А ва А 'чи хел набошанд, параллелкучонии 
ягонае хает, ки дар он нуктаи А ба нуктаи А ' табдил 
меёбад.
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Масъалаи 2. Киматх,ои a,b,c-и дар формулахои парал­
лелкучонй бударо меёбем, агар маълум бошад, ки нуктаи 
А(2;-4;6) ба нуктаи Л(0;-3;2) табдил меёбад.

Хал. Координатахои нуктаи А ва А -ро дар формулахои 
параллелкучонй гузошта, муодилахо хосил мекунем. Аз 
онхо a ,b ,c -ро муайян менамоем:

0 = 2 + а , - 3  = -4  + 6, 2 = 6 + с .
Аз ин чо a = -2 , b = 1, с = -4 .
Хосияти зерин барои параллелкучонй дар фазо нав аст:
Хангоми параллелкучонй дар фазо хар як хамворй ё ба 

худаш, ё ба хамвории ба он параллел табдил меёбад.
Исботи хосият. Бигузор а  хамвории дилхох асг. Дар он ду 

хати рости а ва Ъ-и хамдигарро мебуридагй мегузаронем. 
Мувофики хосияти 3, хангоми параллелкучонй ин ду хат ё ба 
худашон, ё ба хатхои рости ба онхо параллели а 'ва  //табдил 
меёбанд. Хамвории а  ба хамвории а', ки аз руи хатхои рости а ' 
ва b ' мегузарад, табдил мешавад. Агар хамвории а '  бо хамво­
рии а  хамчоя нашавад, он гох мувофики теоремаи 8-и пункти 7 
вай бая параллел аст. Теорема исбот шуд.

1. Чй гуна табдилдихиро харакат меноманд? 2. Исбот кунед, ки 
харакат дар фазо хамвориро ба хамворй табдил медихад.
3. Табдилдихии симметрия нисбат ба нукта, ба хати рост ва ба 
хамворй чй тавр муайян карда мешавад? 4. Хамвории симмет- 
рияи нукта чист? 5. Исбот кунед, ки табдилдихии симетрия нисбат 
ба нукта, хати рост ва хамворй дар фазо харакат аст. 6. Чиро 
параллелкучонй меноманд? Хосиятхоеро, ки ба ин табдилдихй 
хам дар хамворй ва хам дар фазо хосанд, номбар намоед.
7. Нишон дихдц, ки хангоми параллелкучонй дар фазо хар як 
хамворй ё ба худаш, ё ба хамвории параллел табдил меёбад.

211. Нишон дихед, ки харакат секунчаро ба секунчаи ба он 
баробар табдил медихад.

212. Исбот кунед, ки хангоми харакат дар фазо дойра ба 
доираи дорой хамон радиус табдил меёбад.
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213. Исбот кунед, ки хангоми харакат дар фазо се нуктаи 
дар як хати рост буда, ба се нуктаи низ дар як хати 
рост чойгирбуда табдил меёбанд.

214. Исбот кунед, ки табдилдихии симметрия нисбат ба 
х,амвории координатавии Oxz бо формулахои х '  = х, 
у ' - - у ,  z ' - z  дода мешавад.

215. Нуктаи А(2;1;-4) дода шудааст. Нуктахои нисбат ба хам­
ворихои координатавии ба он симметрия бударо ёбед.

216. Нуктаи у4(2;1;-4) дода шудааст. Нуктахои нисбат ба 
тирхои координатавии ба он симметрия бударо ёбед.

217. Нуктаи А(2;1;-4) дода шудааст. Нуктахоеро ёбед, ки 
онхо нисбат ба ибтидои координата ба ин нукта 
симметрй мебошанд.

218.* Нишон дихед, ки параллелкучонй хати ростро ба 
хати рости ба он чиликй табдил дода наметавонад.

219. Маълум, ки нуктаи А (2;1;-6) хангоми параллелкучонй 
ба нуктаи А ’( 4;8;3) табдил меёбад. Формулахои 
параллелкучониро нависед.

220. Маълум, ки хангоми параллелкучонй ибтидои коор- 
динатахо ба нуктаи Л(3;4;-1) табдил меёбад. Коор­
динатахои нуктаеро ёбед, ки нуктаи В(2;-4;-7) ба он 
табдил меёбад.

221. Маълум, ки хангоми параллелкучонй нуктаи Л(4;7;-2) 
ба нуктаи А(\;-2;0) табдил меёбад. Ибтидои коор- 
динатахо дар айни хол ба кадом нукта табдил меёбад?

222. Оё параллелкучоние хает, ки дар он нуктаи А ба нуктаи 
В ва нуктаи С ба нуктаи D  табдил меёбад, агар: 
1) А(2;1;0), Д1;0;1), C(3;-2;l), D(2;-3;0); 2) А(0;1;2), В(-1;0;1), 
С(3;-2;2), £)(2;-3;1) бошад.

Масъалах;о барои такрор

223. Тарафхои секунча ба 0,8,и, 1,6л* ва 2м баробаранд. 
Тарафхои секунчаи ба ин секунча монандро ёбед, ки 
периметраш ба 5,5м баробар аст.

224. Маълум, ки проектсияи ду хати рост дар хамворй 
хамдигарро мебуранд. Исбот кунед, ки ин хатхои рост 
параллел нестанд.

п о



225. Ду х,амвории параллел ва нуктаи Р-и дар байни онх,о 
чойгирнабуда дода шудаанд. Ду хати росте, ки аз нуктаи 
Р мегузаранд, хамвории ба нуктаи Р  наздикбударо дар 
нуктахои А\ ва Аг, дурбударо мувофикан дар нуктахои 
В\ ва Вг мебуранд. Дарозии порчаи В\Вг-ро ёбед, агар 
А\Аг =  6 см ва РА\ : А\В\ = 3 :2  бошад.

226. Дар хамвории Оху нуктаи D(x\y\())-po ёбед, ки аз 
нуктахои у4(1;0;-1), 5(-1;1;0), С(0;-1;0) дар якхел масофа 
чойгир аст.

§6. ВЕКТОРХО ДАР ФАЗО 

17. Координатах,ои вектор

Мисли хамворй, дар фазо порчаи самтдорро вектор

меноманд. Зери порчаи самтдори АВ порчаи А В-ро 
мефахманд, ки яке аз нугхояш А -  ибтидо ва нуги дигараш 
В хамчун интихо кабул карда мешавад.

Айнан мисли хамворй чунин мафхумхои асосй барои 
векторхо дар фазо ба монанди самти вектор, кимати 
мутлаки (дарозии) вектор, баробарии векторхо дохил 
карда мешавад.

Агар нуктаи ибтидоии вектори А дорой координатахои 
(x^jpZ j) ва нуктаи интихояш В дорой координатахои 
(x2-,y2;z2) бошад, он гох ададхои х2 - х 1, У2 ~У\ ,  z i~ ‘z \~

ро координатахои вектори АВ меноманд. Ду вектор 
баробар хисоб карда мешаванд, агар координатахои 
баробар дошта бошанд. Ва баръакс, дар векторхои 
баробар координатахои мувофик баробаранд. Масалан, 
агар Д2;7;-3), 5(1;0;3), С(-3;-4;5) ва £)(-2;3;-1) бошанд,

он гох АВ -  DC  аст. Дар хакикат, 

АВ = ( 1 -  2;0 -  7;3 -  (-3)) = (-1;-7;6),
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DC  = (-3 -  (~2);-4 -  3;—4 -  3;5 -  (-1) = (—1;—7;6). Айнан хамин

хел санчидан мумкин аст, ки ВС — AD мебошад.

Масъалаи 1. Нуктахои Л(4;3;0), 5(-1;2;4), С(0;2;5), дода шу­

даанд. Нуктаи D(x;y;z)-ро меёбем, ки АВ^СГТаст.

Х,ал. Дорем АВ = (-1 -4 ;2  -3;4 -0 )  = (—5;—1;4),

CD -  ( x - 0 ; y - 2 ; z - 5 )  мувофики шарт х-0=-5, у-2=-1, z -5 -4 . 
Аз ин чо х — —5, у - 1, z -9 .

Навоб: Z)(-5;l;9).
Чи тавре дидем, аломати баробарии векторхо имко- 

ният медихад, ки барои ишорати вектор координатахояш-
—>

ро истифода кунем: а -  (<з1;а2;а3) . Агар хамаи координата­
хои вектор нул бошанд, он гох вай вектори нули ном дорад. 
Ин вектор самт надорад.

Агар а -  (a,;a2;tf3) бошад, он гох адади а = + а] + а] 
дарозй ё к,имати мутлак, ва ё модули вектор ном дорад. 
Агар А(х{ ,y x',zx) ибтидо ва B(x2;y 2; z2) интихои вектори

АВ бошанд, он гох дарозиаш ба масофаи байни нуктахои 
А ва В баробар аст:

Барои баробарии ду вектор зарур ва кифоя аст, ки онхо 
самтхои якхела ва дарозии баробар ё ки кардинатахои 
якхела дошта бошанд. Вектор вох,идй номида мешавад, агар 
дарозии он ба 1 баробар бошад. Масалан, вектори

АВ =лДх2 - х , ) 2 + {у 2 - у ,)2 +(z2 - z , ) 2 .
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Масъалаи 2. Маълум, ки дарозии векторной й- = (4;1;-2) 
ва b -  ( l ; 2 ;z) ба хдм баробаранд. z  -ро меёбем.

Хал. Азбаски |й| = ^ 4 2 + 12 + { - 2 )2 = ,

= \Ь бармеояд, киЪ = \2 + 2 2 + z 2 -  15 + z 2 аст, пас аз а 

21=5+ z2 ё z2= 16, ё ки z — ±4. Х,амин тарик, векторной
—> —> —>
Z>i = (1;2;4;) ва Ь2 = (1;2;—4;) бо а дарозии якхела доранд.

1. Чиро дар фазо вектор меноманд? 2. Координатахои век­
тор чй тавр муайян карда мешаванд? Шарти баробарии ду 
вектор бо координатахояшон чй тавр навишта мешавад?
3. Дарозии вектор бо воситаи координатахояш чй хел 
муайян мешавад. 4. Вектори нулй чист? Оё вай самт дорад? 
Дарозиаш чанд аст? 5. Чй гуна векторро вохидй меноманд.

227. Координатахои вектори АВ -ро ёбед, агар: 
1)Л(2;-1;-7) ва Я(3;-4;-2); 2) Л(0;-1;6) ва Я(4;8;-3) 
бошад.

228. Дарозии вектореро, ки ибтидояш нуктаи А(0;-2;3) ва 
интихояш нуктаи 5(4;8;-1) аст, хисоб кунед.

—>
229. Дарозии вектори а = (4;—1;—2) -ро ёбед.
230. Нуктахои Д1;0;1), В {-1;1;2), С(0;2;-1) дода шудаанд.

Нуктаи D (x\y\z)-ро ёбед, агар векторхои АВ ва CD 
баробар бошанд.

—> —>
231. Векторхои а = (2;1;-4) ва b = ( jc;-1;2) дарозии баробар 

доранд. л>ро ёбед.
—>

232. Дарозии вектори а = (-а; а;-2а) ба 6 баробар аст. Ин 
векторро ёбед.
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Масъалах,о барои такрор

233. Катетхои секунчаи росткунча ба 1м ва 24м бароба­
ранд. Хдмвории а  аз гипотенуза гузашта ба хамвории 
секунча кунчи 30°-ро ташкил медихад. Масофаи байни 
куллаи кунчи рост ва хамвориро ёбед.

234*. Нуктахои А( 1;0;2), 5(2;1;0), С(1;2;0) нуктахои пай дар 
пайи куллахои параллелограмм мебошанд. Суммаи 
координатахои куллаи чорумро ёбед.

235. Дар тири Oz нуктаеро ёбед, ки вай аз нуктахои А(2;1;1) ва 
В(4;-2;2) дар якхел масофа чойгир аст.

18. Амалх,о бо векторхо

Амалхо бо векторхо дар фазо ба монанди чамъи 
векторхо, зарби вектор бар адад айнан чун дар хамворй

—)
муайян карда мешаванд. Суммаи векторхои а = (ах\а2\аъ)

—>
ва Ъ -  (bx;b2;b3) гуфта вектори с = (ах + Ьх;а2 + Ъ2;аъ + Ъг)- ро 

меноманд ва менависанд: а + b  = с . Масалан, суммаи век­

торхои а = (—2;1;4) ва Ъ -  (4;-2;3) вектори с = (2;-1;7) 
мебошад.

—> —> —>
Барои векторхои дилхохи а , Ъ, с баробарихои

—> —> —> —̂  ̂  ̂ —) —> —> —̂ 
a + b - b + a  (конуни чойивазкунй) ва а+( Ь+ с) = (а+ Ь) + с
(конуни комбинатсиягй) чой доранд. Барои исботи ин 
баробарихо баробар будани координатахои кисми чап ва 
ростро нишон додан зарур аст. Ин бошад зохиран фахмост.

Айнан чун дар хамворй баробарии АВ+ ВС = АС  исбот 
карда мешавад. Ин баробарй цоидаи секунца^о ном дорад 
(расми 101).

Суммаи векторхое, ки ибтидои умумй доранд, хамчун 
диагонали параллелограмми дар ин векторхо сохташуда 
тасвир мешавад. Инро цоидаи параллелограмм меноманд
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(расми 102). Дар хакикат,

АВ+ ВС = АС  ва В С - A D  аст. Пас

AB+ A D  = AC.  а
Ду вектор мукобил номида ме­

шаванд, агар суммаи онхо вектори 
нулй бошад. Векторх,ои мукобил 
дарозии якхела дошта, самташон ба 
хам мукобил аст. Масалан, вектор-

хои АВ ва ВА хамеша ба хам 
мукобиланд.

Масъалаи 1. Нуктахои Л(1;0;1), 
В(-1;1;2) ва С (0;2;-1) дода шудаанд. 
Нуктаи D-ро меёбем, агар маълум 
бошад, ки суммаи векторхои ХЙ  ва 
с З  вектори нули аст.

Расми 101

Расми 102

С

Хал. Агар D(x;y;z)  бошад, он гох АВ = ( - 2;1;1) ва

CD = ( x - 0 ; y - 2 ; z  + \) аст, пас мувофики шарт 
0 = x -  2 = y -  2 + \ = l + (z + l).

Аз ин но x= 2 ,y= l,z= -2 .
Навоб: D (2;1;-2).

—>
Хосили зарби вектори а -  (а,; а2; а}) бар дади X гуфта

—>
вектори X а = (Aat ;Aa2;Aa3) -ро меноманд. Айнан чун дар

—>
хамворй исбот кардан мумкин аст, ки дарозии вектори Л а 

ба | Л | • | а | баробар мебошад. Самти Л а хангоми Л > 0

будан бо самти Q якхела буда, хангоми Л <  0 будан ба
самти а  мукобил аст.

Чун дар хамворй ду вектор дар фазо коллинеарй номида 
мешавад, агар онхо дар як хати рост ё дар хатхои рости 
параллел чойгир бошанд. Самти ду вектори коллинеарй
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якхела ё мукобил аст. Шарти зарурй ва кифоягии 

коллинеарии векторхои а ва Ъ мавчудияти чунин адади
—> —У

Л Ф О аст, ки а = ЛЬ бошад. Яъне 
(я,;а2;а3) = Л{Ьх\Ь2\Ьг) = {ЛЬХ\ЛЬ2\ЛЬЪ) ё ки а, = ЛЬХ, а2 = ЛЬ2,
аъ = ЛЬЪ. Ин се баробариро дар шакли таносуби дучанда 
навиштан мумкин аст:

ах \ЬХ — а2 : Ь2 — — Л .
Кутох карда гуфтан мумкин аст, ки барои коллинеарии 

ду вектор зарур ва кифоя аст, ки координатахои онхо 
мутаносиб бошанд.

Масъалаи 2. Векторхои а — (1 ;-2; 1) ва Ъ = (3;4;-6) дода 
шудаанд. Вектори 2а -  36-ро меёбем.

Хал.

с = 2 а - 3 6  = 2- (1;-2;1) -  3 • (3;4;-6) = (2;—4;2) -  (9;12;—18) =
= (2 -  9 -  4 - 12;2 -  (-18)) = (—7;—16;20).

Масъалаи 3. Барои кадом киматхои т ва п коллинеарй 
будани векторхои cf = (2;л;3) ва ^  = (3;2;т)-ро муайян 
мекунем.

Хал. Мувофики шарти коллинеарй 2 :3  -  п :2  = 3 : т = Л .
2 4 3 2 9

Аз ин чо Л =  , п - 2 Л -  , = , 2 т - 9 , т =  = 4,5.
3 3 т 3 2

Ч,авоб: m=4,5; п = 1  ̂.

1. Суммаи ду вектор дар фазо чй тавр муайян карда ме­
шавад? 2. Коидаи секунча барои ёфтани суммаи ду вектор 
чй тавр навишта мешавад? К<ждаи параллелограмм -  чй?
3. Дар кадом холат ду вектор ба хамдигар мукобиланд?
4. Хосили зарби вектор бар адад чй тавр муайян карда 
мешавад? 5. Дар кадом холат ду вектор ба хамдигар колли- 
неарианд? Шарти коллинеарй бо координатахо чй тавр 
навишта мешавад?

п б



= ( i ;4 i ;2 ) -P ° 66e«-

236. Суммаи векторхои а -  (2;1;-4) ва Ъ -  (3;4;1) - ро ёбед.
—» —>

237. Суммаи векторхои а = (1; 1,4; -  2,3), b = (0; 1,5; -  2,1) ва
—>
С

'3 ' 5
238. Координатахои вектореро ёбед, ки вай ба вектори

—>
а -  (—1;3;—4) мукобил аст.

239. Векторхои а = (2;-1;-4) ва Ь = (  1;3;2) дода шудаанд.
—> —>

Координатахои вектори -З а + 5 Ь  -ро ёбед.
—) —> —)

240. Дарозии вектори З а - b - p o  ёбед, агар а = (0; -1,5; 2),
—>
Ь - ( 2; 1;- 3;) бошанд.

241*. Кадом шартхоро координатахои нуктахои А,В,С  
бояд каноат намоянд, то ки онхо дар як хати рост 
чойгир бошанд?

—)
242. Барои кадом киматхои т в а «  векторхои: 1) а = (т;2;5)

ва b = (l;—l;n); 2) а = (т;п;2) ва Ь = (  6;9;3) 
коллинеарианд?

—>
243. Вектори а = (1;2;3) дода шудааст. Вектори ба он кол- 

линеариро ёбед, ки ибтидоаш дар нуктаи Л(1;1;1) ва 
интихояш дар хамвории Оху чойгир аст.

—>
244. Вектори вохидиеро ёбед, ки ба вектори а = (3;2;-2) 

коллинеарй аст?
245. Нуктахои А( 1;0;2) ва 5(-1;1;1) дода шудаанд. Вектори

вохидии а = (а; Ь; с) -ро ёбед, ки ба вектори АВ кол­
линеарй буда, бо он самти якхела дорад.

—>
246. Дар кадом холат вектори а = (а,;я2;а3) ба тири Ох 

параллел аст?
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Масъалах,о барои такрор

247. Дарозии вектореро, ки ибтидояш нуктаи А(4,2; 0; 1,6) 
ва интих,ояш нуктаи Ь( 1,2; 1,4; 2,4) аст, ёбед.

248. Хатхои рости АВ  ва CD  бурида мешаванд. Хатхои 
рости А С ва BD  чиликй шуда метавонанд?

249. Магар вектори а\
1 1 2

вохиди аст?
v2 4 Зу

250. Векторхои вохидии (0; 1 ;0), (1;0;0), (0;0;1) дар кадом 
тирхои координатавй чойгиранд?

251*. Нуктахои В2 ва С2 миёначои порчаи ВВХ ва ВСХ- и 
куби ABCDAXBXCXD X мебошанд. Периметри буриши 
кубро бо хамвории АВ2С2 ёбед, агар АВ = а бошад.

19. Зарби скалярии векторхо. Хосиятх,ои он

—>
Таъриф. Зарби скалярии векторхои а = (ах;а2;а3) ва 

—> —> —) 
b = (ЬХ\Ь2\ЬЪ) гуфта, адади (а,Ь) -  ахЬх + а2Ь2 + а3Ь3-ро
меноманд.

—»
Масалан, зарби скалярии векторхои а = (2;4;0) ва

Ь = ( - 1;3;2) адади 2 • (-1) + 4 • 3 + 0 ■ 2 = -2 +12 + 0 = 10 
мебошад.

Аз формула -  таърифи зарби скалярии ду вектор 
бевосита бармеояд, ки вай дорой хосиятхои зерин аст:

(->  -Л
1) а,Ь - Ь, а

V \  /
—>

2) а, а
\

= а\ + а \ + а \ - а

Яъне, зарби скалярии вектор бар худаш адади гайри- 
манфй буда, ба квадрати дарозии вектор баробар аст.

118



3) ( a ,a b +  /3 c) = a (a ,b )  + /3 (а ,с ) ,
ки дар ин но а  ва /? ададхои дилхохднд.

Хосиятхои 1)-3)-ро истифода карда нишон додан мум­
кин аст, ки:

Хамин тарик, барои зарби скалярии векторхо, ба фор- 
мулахои сумма ва фарки квадрата мукаррарии ададхо 
монанд, формулахо чой доранд.

Масъалаи 1. Маълум, ки \а\ = 3, \Ь\ = 3, |\а -"S| = 6 аст.
|а + Ь\- ро меёбем.

Хал. Мувофики хосияти 1°

Адади 2(а, Ь) - ро меёбем. Аз руи хоситяи 2° ва шарт

Харф ба харф чуноне ки дар хамворй исбот карда 
будем, нишон дода мешавад, ки зарби скалярии векторхо 
ба хосили зарби дарозиашон бар косинуси кунчи байни 
онхо баробар аст:

1 °. (а+ Ь, а+ Ь) = (а, а) + 2(a, b) + (b ,b );

2°. ( а -  b ,a - b ) ~  (а, а) -  2(а, Ъ) + (Ъ, Ъ);

3°. (а+ b ,a -  b) = ( a ,a ) - ( b ,b ) .

= З2 + 2(2, Ь) + 92 = 9 0  + 2(2, Ь).

= 90 + 2(а, 6) = 36 = 62.

Аз ин чо 2(а, Ь) = 90 -  36 = 54.

Пас а+ b  = 90 + 2(а,Ь) = 90 + 54 = 144.

Инак, а + b  = 144 = 12.



(1) (a ,b )=  a - \b cos(p,

ки дар ин чо ф кунчи байни а ва Ъ 
мебошад (расми 103).

Формулаи (1) асосан дар се 
маврид истифода карда мешавад:

1) барои ёфтани (а ,Ь ) х,ангоми

I” 1~"̂1дода шудани а , b ва ф; 2) барои хисоби ф хангоми дода

шудани (а,Ъ ),
Н
а = ( а ,а ) , = (b , Ъ); 3) барои

мукаррар кардани перпендикулярии векторхои а ва Ъ
—) —>

(векторхои а ва Ъ перпендикуляр номида мешаванд, агар 
кунчи байни онхо 90° бошад. Аз (1) бармеояд, ки барои 
перпендикулярии ду вектор зарур ва кифоя аст, ки зарби 
скалярии онхо нул бошад).

Масъалаи 2. Координатахои вектори ^-ро, ки ба век­
тори а = (—1;1;-2) коллинеарй аст меёбем, агар маълум бо­
шад, ки (a, t )  = 12 аст.

—)
З^ал. Агар b = ( b x;b2;b3) бошад, пас

—» —>
(a ,b ) = - l - b x + \-Ь 2 - 2 - Ь 3 =12 аст. Инчунин мувофики 
шарти коллинеарй

- 1  1 - 2

Ьх Ъ2 Ъ3
ё Ъ2 = -Ъх, Ь3 = -2Ь2 -  2Ьх.

Аз ин чо ва аз —Ьх +Ь2 -2Ъ 3 = 12 меёбем:
- b x+ b x- 4Ьх = 12 , яъне . Ьх = -2  . Пас Ь2 = 2 . Ь3 = —4. 

Чавоб: Ъ = (—2;2;—4).
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Масъалаи 3. Барои кадом кимати т перпендикуляр 
будани векторхои cf = {т\7;-2) ва t  = (-3;/м;2)-ро мукаррар 
мекунем.

—> —>
Хал. Дорем (а, Ъ )-т  ■ (-3) + 7 • т + (-2) • 2 - -Ът + 1т -  4 . 

Кимати ин ифода нул аст, агар т -1  бошад. Ч,авоб: т= 1 .

Масъалаи 4. Кунчи байни векторхои = (Vo,4: а; 1) ва

1) = (0; 2; -1) аст. Ким^ти а-ро меёбем.

^ал. Мувофики формулаи (1)

2 а - \

1,4 + а 2 ■ 5

Аз ин чо 2 ( 2 а - 1) = VI5 ■ д/1,4 + а 2 . Барои ёфтани халли
ин муодилаи ирратсионалй хар ду тарафро ба квадрат 
бардошта хосил мекунем:

16а 2 -16ог + 4 = 21-15ог2, 
а 2 -1  бог -17 = 0.

Решахои ин муодилаи квадратй «, = -1 ва а 2 = 17 
мебошанд. Вале а, = -1 решай муодилаи ирратсионалй 
нест, чунки 2а х -1  < 0 мебошад.

Ч,авоб: а  = 17.

1. Зарби скалярии ду вектор чй тавр муайян карда мешавад?
2. Хосиятхои зарби скалярии векторхоро номбар кунед.
3. Кунчи байни ду вектори гайринулй бо кадом формула 
хисоб мешавад? 4. Перпендикулярии ду вектор чй хел фах- 
мида мешавад? Онро чй тавр мукаррар кардан мумкин аст?

V 3 я  (а,Ь)= COS = Г
2 6 Н

0,4 • 0 + ос • 2 — 1 • 1
0,4 +or2 + 12 • /О2 + 22 + (—I)2
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252. Кунчи байни векторхои а ва b 150°, а = 3, b = 2 аст.

Бузургии: 1) (а ,Ь ); 2) а+ Ъ ; 3) а -  b

—> —У —> —>
4) (а + 2 Ь ,а -2 Ь ) -  ро ёбед.
I I ~*\ 1“> -* |“> ->

253. а = 11, b = 23, а -  b = 30 буданро дониста, а+ 6 

ёбед.

ро

254. Маълум, ки а = 3, а+ 6  =1 ,\а -Ъ = 7. 6 -ро ёбед.

255. Барои кадом п ин векторхо перпендикуляранд:

1) а = (2;-1;3), 6=(1;3;и);2) я = (и;-2;1), Ь =(п;2п;4)?
256. Се нукта дода шудааст: Л(1;0;1), 5(-1;1;2)* С(0;2;-1). 

Дар тири Oz чунин нуктаи £>(0;0;с)-ро ёбед, ки

векторхои АВ ва CD перпендикуляр бошанд.
6

257. Кунчи байни векторхои а = (а; 1; ) ва b = (3;1;0) ба

я-
баробар аст. Бузургии «г-ро ёбед.

258. Чор нукта дода шудааст: Л(0;1;-1), В( 1;-1;2), С(3;1;0), 

£>(2;-3;1). Косинуси кунчи байни векторхои ^ 5  ва 

CD -ро ёбед.
259. Се нукта дода шудааст: Л(0;1;-1), Я(1;-1;2) ,С(3;1;0). 

Косинуси кунчи С-и секунчаи ABC  ёфта шавад.
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260. Координатахои вектори Ъ -ро, ки ба вектори
-> 1 -> 
а = (1;1;— ) коллинеари буда, бо вектори к -  (0;0;1) кун-

I—>
ни кундро ташкил мекунад, ёбед, агар b -  3 бошад.

—> —) —)
261. Кунчй байни векторхои а ва b 60° буда, вектори с

ба онхо перпендикуляр аст. Дарозии вектори а+ Ь+ с -
—? : —* 

ро ёбед, агар а = \ ,  b = 2, с = 3 бошад.

262. Векторхои а = (2;1;0) ва Ъ -  (—1;3;2) дода шудаанд.
—) —̂

Чунин адади Л-ро ёбед, ки вектори Л а+ Ъ ба вектори
—>
b перпендикуляр бошад.

263. Исбот кунед, ки секунчаи куллахояш дар нуктахои 
А(2;1;3), 5(7;4;5), С(4;2;1) буда, росткунча аст.

Масъалах,о барои такрор

264. Аз нуктаи додашуда ба хамворй ду моил гузаронида 
шудааст, ки якеаш аз дигараш 26суи калон аст. Проект­
сияи моилхо ба 12см ва 40сл/ баробар мебошанд. 
Дарозии моилхоро ёбед.

265. Аз нуги А -и порчаи АВ  хамворй гузоронида шудааст. 
Аз нуги В ва нуктаи С-и порча хатхои рости параллел 
гузаронида шудаанд, ки онхо хамвориро дар 
нуктахои В, ва С, мебуранд. Дарозии порчаи ВВ,-ро 
ёбед, агар АВ = 6 см, А С : СС, = 2 : 5  бошад.

266. Вектори вохидиеро ёбед, ки ба вектори 
—>
а = (1; 2; -  4) коллинеарй аст.

267. Маълум, ки хангоми параллелкучонй нуктаи 
А(4; — 1; 3) ба нуктаи В (-1; 2; 7) табдил меёбад. 
Формулахои параллелкучониро нависед.

123



§7. БИСЁРРУЯХО. МАСОХАТИ САТ*И ПА*ЛУИ ВА 
ХАЦМИ БАЪЗЕ БИСЁРРУЯРО

20. Мафх,ум\ои ибтидои дойр ба бисёрруяро.
Формулаи Эйлер

I. Дар пункта 3-и параграфи 1 (ниг. ба сах. 18) бо 
максади васеъ кардани доираи масъалахо оид ба параллели 
ва перпендикулярии хатхои рост, хати росту хамворй ва 
хамворихо мафхуми бисёрруяро хамчун чисми фазогй 
дохил карда будем. Инчунин чандин мисоли чунин чисм- 
хоро оварда будем. Масалан, кайд шуда буд, ки хона, кут- 
тии гугирд, китоб, бинохои бисёрошёна, бурчхо мисоли 
чунин чисмхоанд. Дар хамон чой бисёрруяро хамчун чисми 
геометрие, ки сатхаш аз шумораи охирноки бисёркунчахо 
иборат аст, низ оварда будем. К,айд шуда буд, ки парал- 
лелапипед, куб, пирамида, тетраэдр мисоли бисёрруяхоянд 
(ниг. ба расмхои 15, 16 ва 17-и сах. 19-20). Ч,исмхои зерин 
низ бисёрруя мебошанд (расми 104).

Расми 104

Ин чисмхои фазоги бисёрруя нестанд:
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силиндр купоны силиндри конус кура

Расми 105

Акнун омузиши бисёрруяхоро давом дода, хосиятхои 
умумй ва дигар мисоли бисёрруяхои алохдца (призма, 
пареллелепипед) тарзи хисоб кардани масохати сатхи 
пахлуй ва пурра, инчунин хачми онхоро меорем.

II. Бисёркунчаи дилхохи дар сатхи бисёрруя бударо 
мегирем. Х,амворие, ки дар он бисёркунча чойгир аст, 
фазоро ба ду кием чудо мекунад (ниг. ба масъалаи 35-и сах. 
17). Агар бисёрруя дар як тарафи хар яке аз чунин 
хамворихо чойгир бошад, он гох вай барчаста ном дорад. 
Бисёрруяхои б), в), г), е)-и расми 104 барчаста буда, 
бисёрруяхои а) ва д) гайрибарчастаанд.

Ин таърифи бисёрруяи барчаста ба таърифи зерин 
баробаркувва аст: Бисёрруя барчаста номида мешавад, 
агар хар гуна порчаи нугхояш дар бисёрруя чойгирбуда 
пурра (яъне, хар як нуктааш) дар он чойгир бошад.

Ин таърифхо элементхои бисёрруяро тавсиф менамоянд:
1) Бисёркунчахо, ки аз онхо бисёрруя ташкил меёбад, 

руя^о ном доранд.
2) Порчаеро, ки дар натичаи буриши ду руя хосил 

мешавад, тега мегуянд.
3) Нуктае, ки дар он се ё зиёда аз он руяхо бурида 

мешаванд, кутай бисёрруя аст.
4) Порчаи хати рост, ки ду куллаи дар як руя 

нахобидаи бисёрруяро бо хам пайваст мекунад, 
диагонал номида мешавад.

5) Сатх,и бисёрруя аз дамаи нуктахои дар руяхо хобида 
иборат аст. Сатхи бисёрруяро сар^ади он хам мегуянд.
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ХОСИЛ6) Кунчхоеро, ки хангоми буриши тегахо 
мешаванд, кущ%ои бисёрруя меноманд.

Дар бисёрруяи дар расми 
106 овардашуда: а) чоркун- 
чахои ABCD, A \B \C \D „
ВСС\В\, CDD\C\, АВВ\А\ — 
руяхо; б) порчахои А В ,
D\C\, ВВ\ -  баъзе аз тегахо; 
в) нуктахои А, В, С, D, А\,
В\, С\, А -кул лахо ; г) пор­
чаи А С  1 диагонал мебошанд.

Зохиран фахмост, ки барои чисми геометрй будани 
бисёрруя (яъне, барои ишголи кисми фазо) зарур аст, ки 
вай на кам аз 4 руя дошта бошад.

III. Математики бузурги Швейтсария Леонард Эйлер 
(1707 -  1783) вобастагии байни руяхо, тегахо ва куллахои 
бисёрруяи барчастаро муайян кардааст. Ин вобастагй бо 
номи тавсифи (характеристикаи) Эйлер машхур аст. Агар 
бо Р  микдори руяхо, бо Т  микдори тегахо ва бо К, микдори 
куллахоро ишорат намоем, он гох ин тавсиф бо формулаи

Р - Т + Ц = 2
ифода мешавад. (Нишон дода шудааст, ки чой доштани ин 
формула шарти зарурй ва кифояи барчаста будани бисёр­
руя мебошад.)

Х,осили чамъи кунчхои бисёрруя бо формулаи 
S = (К ,- 2 )- 360° хисоб карда мешавад.

Масъалаи 1. Бисёрруяи барчаста 12 кулла ва 5 руя дорад. 
Микдори тегах,ои онро меёбем.

Хал. Мувофики формулаи Эйлер, аз руйи додашудахо 
муодилаи зеринро хосил мекунем:

5 -  Т  + 12 = 2 ё 17 - Т  = 2, ё ки Т = 5.

Масъалаи 2. Муайян мекунем, ки оё аз 3 квадрат ва 2 
секунчаи баробартараф бисёрруяи барчаста сохтан мумкин 
аст ё на.

Хал. Агар чунин бисёрруя вучуд дошта бошад, пас вай 5 
руя дорад. Ва агар бо Т микдори тегахоро ишорат кунем,
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он гох, 2Т  ба хосили чамъи микдори тарафхои хамаи руяхо 
баробар аст,яъне

2Т  = 3 • 4 + 2 • 3 = 18, Т = 9 .
Хосили чамъи кунчхои дохилии бисёрруя S = 3 • 360° + 

+ 2 • 180° = 4 • 360° аст. Бинобар ин (К ,-  2) • 360° = 4 • 360° ё 
К , - 2 -  4, ё ки К, = 6. Мебинем, ки формулаи Эйлер Р + К, =
-  Т  + 2 чой дорад, чунки 5 + 6 -  9 + 2 мебошад. Инак, 
чунин бисёрруя вучуд дорад.

1. Чй гуна чисми геометриро бисёрруя меноманд? 
Мисолхои бисёрруяхоро оред. 2. Кадом бисёрруя барчаста 
номида мешавад? 3. Руя, тега, кулла, диагонал, сатх ва 
кунчи бисёрруя гуфта чиро мегуянд? 4. Вобастагии байни 
руяхо, тегахо ва куллахои бисёрруяи барчастаро шарх 
дихед. 5. Х,осили чамъи кунчхои бисёрруя бо кадом фор­
мула хисоб карда мешавад?

268. Нишон дихед, ки бисёрруяи шакли китобро дошта, 
барчаста аст.

269. Микдори руяхо, тегахо ва куллахои бисёрруяхои б),
в), г) ва е)-и дар расми 104 овардашударо ёбед. Нишон 
дихед, ки онхо ба формулаи Эйлер тобеъанд.

270. Микдори руяхо, тегахо ва куллахои бисёрруяхои а) ва 
д)-и дар расми 104 бударо ёбед. Оё онхо тавсифи 
Эйлерро каноат мекунанд?

271. Магар аз 8 шашкунчаи мунтазам ва 6 квадрат бисёр­
руяи барчаста сохтан мумкин аст?

Масъалах,о барои такрор

272. Магар яке аз кунчхои параллелограмм ба 30° ва 
дигараш ба 60° баробар шуда метавонад?

273. Охирхои порчаи дарозиаш 1,25 м аз хамворй дар 
масофахои 1 м ва 0,56 м чойгиранд. Проектсияи онро 
дар хамворй муайян намоед.
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274. Масофаи байни марказ ва хордаи давра — — м буда, 

аз радиус 2 маротиба хурд аст. Дарозии хордаро ёбед.

21. Призма

I. Акнун ба омузиши бисёрруяхои мушаххас мегузарем. 
Омузишро аз призма cap мекунем.

Таъриф. Бигузор дар ду хамвории параллел ду 
бисёркунчаи ба хам баробар дода шудаанд. Бисёрруяе, ки 
руяхои он дар натичаи пайваст кардани куллахои 
мувофики ин бисёркунчахо хосил мешавад, призма номида 
мешавад (расми 107).

Дар байни руяхои призма руяхои пахлуй ва асосуоро 
фарк мекунанд. Бисёркунчахои (руяхои) ба хам баробари 
дар хамворихои параллел чойгирбуда асосуоянд. Х,амаи 
дигар руяхо руяхои пахлуй ном доранд. Хати буриши 
руяхои пахлуй тега$ои пахлуианд. Тарафхои бисёр­
кунчахои асосро тега%ои асос ё ки тарафхои асос мегуянд.

Хангоми бисёркунчаи барчаста будани асоси призма, 
вай бисёрруяи барчаста аст. (Дар ин чо ва дар оянда мо 
танхо бо чунин призмахо сару кор хохем дошт). Бо осонй 
нишон додан мумкин аст, ки дар призма: 1) руяхои пахлуй, 
ки дар натщаи пайвастани муллах ои мувофщ  хосил

а) б)
Расми 107
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мешаванд, параллелограммов мебошанд; 2) тегахои пахлуй 
бо хам баробар ва параллеланд.

II. Масофаи байни ду хдмвории параллеле, ки дар онхо 
асосхои призма чойгиранд, баландии призма номида 
мешавад. Куллахои асосхо куллахои призмаанд. Призмаро 
аз руйи микдори тарафхои асос ё микдори кунчхои осос 
номгузорй мекунанд. Призма п-кунца номида мешавад, 
агар асоси он бисёркунчаи дорой п кунч, яъне я-кунча, 
бошад. Масалан, призмаи дар расми 107,а) буда панчкунча 
ва дар расми 107,6) -  чоркунча аст.

Дар призмаи чоркунчаи дар расми 107,6) овардашуда 
чоркунчахои ABCD, A \B \C \D \ -  асосхо, АВВ\А\, ВСС\В\, 
CC\D\D, A A \D \D  -  руяхои пахлуй мебошанд. Порчаи EF, 
ки ба асосхо перпендикуляр аст, баландии ин призма ме­
бошад. Диагонали призма порчаест, ки ду куллаи дар як руя 
нахобидаи онро пайваст мекунад (ниг. ба пункти 20). Дар 
призмаи дар расми 107,6) овардашуда хати D ,B диагонал 
аст.

Кайд мекунем, ки калимаи “prisma” лотинй буда, маъ- 
нояш пораи (кисми) арра кардашудаи чисм аст. Меъморон 
хангоми сохтмони кушкхо, манорахо ва калисохо аз 
призмахо васеъ истифода кардаанд. Масалан, кушки дар ш. 
Виборги наздикии Санкт-Петербург буда, шакли призмаи 
хашткунчаро дорад.

1. Чй гуна бисёрруяро призма меноманд? 2. Дар бораи 
асосхо, руяхо ва тегахои пахлуии призма чй гуфтан мумкин 
аст? 3. Баландй ва диагонали призма чй тавр муайян карда 
мешаванд? 4. Призмаи и-кунча гуфта чй гуна призмаро 
меноманд?

275. Дар мисоли призмаи чоркунча нишон дихед, ки 
барояш формулаи Эйлер К, + Р -  Т  = 2 дуруст аст?

276. Микдори камтарини руяхо, ки аз онхо призма сохтан 
мумкин аст, чанд мебошад? Ин призма чанд кулла, 
тега ва тегаи пахлуй дорад? Вай чандкунча аст?
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277. Призмаи: а) хафткунча; б) дахкунча; в) я-кунча чанд 
кулла, руя ва тега дорад?

278. Призма 33 тега дорад. Вай чандкунча аст?
279. Магар призмае мавчуд аст, ки он: а) 13 кулла; б) 15 

тега; в) 23 руя дошта бошад?
280. Дар призмаи: а) секунча; б) чоркунча; в) панчкунча;

г) n-кунча чанд диагонал гузаронидан мумкин аст?

281. Аз 8 секунчаи баробартараф ва 2 квадрат бисёрруяи 
барчаста сохтан мумкин аст?

282. Дарозии давраи дарункашидаи шашкунчаи мунтазам-

22. Призмарои рост, моил ва мунтазам.
Масохати сатх,и па\луй ва пурраи 

призмах,ои рост ва мунтазам

I. Призмаро аз руйи намуди кунчхое, ки тегахои 
пахлуиаш бо тарафх,ои асос ташкил мекунанд, номгузорй 
хам менамоянд.

Таърифи 1. Призма рост  номида мешавад, агар тегахои 
пахлуии он ба асосхо перпендикуляр бошанд. Вагарна 
призмаро призмаи моил мегуянд.

Дар расми 108,а) призмаи чоркунчаи рост ва б) призмаи моил

Масъалах;о барои такрор

ро, ки тараф аш ----- м аст, ёбед
л

2д/з

Расми 108

тасвир шудаанд. Призмаи 
дар расми 107,а) овардашуда 
низ моил мебошад. Дар ин 
чо ва дар оянда дар синфи 11 
асосан призмахои ростро 
муоина мекунем, агар мах- 
сус таъкид карда нашуда 
бошад.
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Дар призмаи рост: 1. Руяхои пахлуй росткунцахо 
мебошанд. Дар хакикат, чй тавре, ки дар пункти 21 кайд 
карда шуд, руяхои пахлуй параллелограммхо мебошанд. Аз 
сабаби рост будани кунчхо ин параллелограммхо 
росткунчаанд. 2. Тегахои пахлуй, ки бо хам баробаранд, 
баландианд.

Таърифи 2. Призмаи росте, ки асоси он бисёркунчаи 
мунтазам аст, призмаи мунтазам номида мешавад.

Хотирнишон мекунем, ки бисёркунча мунтазам аст, 
агар вай баробартараф буда, кунчхояш бо хам баробар 
бошанд. Масалан, секунчаи баробартараф ва квадрат 
бисёркунчахои мунтазаманд, вале ромб на. Аз хосияти 1 
бармеояд, ки руяхои пахлуии призмаи мунтазам хамчун 
росткунчахо бо хам баробаранд. Яъне, дарозй ва бари 
якхела доранд.

II. Руяхои пахлуии призмаи дилхох сатхи пахлуии онро 
ташкил медиханд. Мувофикан, асосхо ва сатхи пахлуии ин 
призма сатхи пурраи он аст.

Теоремаи 29. Масохати сатхи пахлуии призмаи рост ба 
хосили зарби периметри асос бар баландй баробар аст.

Исбот. Руяхои пахлуии призмаи и-кунча росткунчахо 
мебошанд. Асоси ин росткунчахо тарафхои асоси призма 
буда, баландиашон ба дарозии тегахои пахлуй баробар аст. 
Агар дарозии тегахои асосро бо а„ а2 ..., а„, баландиашро 
бо Н  ва масохати пахлуиро бо Бпщл ишорат кунем, он гох

S**, = а ,Н  + а2Н  + ... + апН  = (а, + а2 + ... ап)Н  = р Н

мешавад, ки дар ин чо р  -  периметри асоси призма аст.
Теорема исбот шуд.
Масохати сатхи пахлуии призмаи рости мунтазами 

и-кунча, ки тарафи асосаш а аст, бо формулаи Smvi = а-п-  Н  
хисоб мешавад. Масохати сатхи пурраи хар гуна призма 
бошад -  бо формулаи

с = с + 7 с
пур ^ п а ^ л  асос *
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Масъалаи 1. Дар призмаи мунтазами 
шашкунча тегаи асос ба 6 см ва баландй Ai 
ба 8 см баробар аст. Масохати сатхи 
пурраи призмаро меёбем.

Хал. Агар ABCDEFA\B\C\D\E\F\ приз­
маи мазкур бошад (расми 108,в)), пас му­
вофики теорема дорем:
Snav - (А В  +ВС + CD+ DE+EF+ FA) • DD, =
= 6-6-8 = 288.

з /з з /з 
Sm  = SiaaxF= -^ - -B C ‘ = ^ - 62 =54ч/3 о й

Инак, S „ ,= 2 S „  + S _  = 0 0 8 ^  + 288) см2.

Fj--

в
в)

Расми 108

Масъалаи 2. Масохати сатхи пурраи призмаи секунча, ки 
тега\ои асосаш 25 см, 29 см ва 36 см мебошад, ба 1620 см2 
баробар аст. Масохати сатхи пахлуй ва баландии призмаро 
меёбем.

Хал. Аввал аз руйи формулаи Герон масохати асос, ки 
секунча аст, меёбем. Нимпериметри секунчаи асосро ба 
(25 + 29 + 36): 2 = 45 см баробар аст, бинобар ин

Sacoc = д/45(45 -  25)(45 -  29)(45 -  36) = л/45-20-16-9 =
= 3 • 4л/900 = 12 • 30 см2 = 360 см1.
Азбаски Snyp = Snâ  + 2Sacoc, пас 1620 = 2 • 360 + Snav. Аз 

ин чо Sna]fJI = 900 см2. Мувофики теорема Snav: = р  ■ Н, яъне 
900 = 90 -Я .

Инак, Smvi -  900 см2, Я  = 10 см.

1 Таърифи призмаи ростро баён кунед. 2. Чаро дар приз­
маи рост руяхои пахлуй росткунчахо буда, баландй ба тегаи 
пахлуй баробар аст. 3. Призмаи мунтазам гуфта, чиро ме- 
гуянд? 4. Сатхи пахлуй ва сатхи пурраи призма чист?

Масохати сатхи пахлуии призмаи рост бо кадом формула 
Хисоб карда мешавад? Масохати сатхи пуррааш -  чй?
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283. Дар призмаи рости секунча хамаи тегахо ба хамдигар 
баробаранд. Масохати сатхи пахлуй 12 м2 аст. Балан­
дии призмаро ёбед.

284. Масохати сатхи пахлуии призмаи чоркунчаи мунтазам 
32 м2 ва масохати сатхи пуррааш 40 м2 аст. Балан- 
диашро ёбед.

285. Масохати сатхи пахлуии призмаи мунтазами чоркунча
64л/2 см2 ва диагонали он 8 см аст. Масохати сатхи 
пурраи ин призмаро ёбед.

286. Тегаи пахлуии призмаи моил, ки 15 см аст, бо 
хамвории асос кунчи 30°-ро ташкил медихад. 
Баландии призмаро ёбед.

287. Масохати сатхи пурраи призмаи рости чоркунчаро
ёбед, агар диагонали он ба л/34 м ва диагонали руяи 
пахлуиаш ба 5 м баробар бошад.

288. Призма 100 кулла дорад. Микдори руяхо ва тегахои 
ин призмаро муайян кунед.

289. Аз нуктаи А дар зери кунчи 60° ба хамворй моил гуза­
ронида шудааст. Дарозии моилро ёбед, агар проект­
сияи он ба хамворй 8 см бошад.

Таърифи 1 Агар асосхои призма параллелограммхо бо­
шад, вай параллелепипед номида мешавад.

Масъалах,о барои такрор

23. Параллелепипед

_______ Q  1 V J \J U V i\n  1 l u p c u  и  1VJ1V11Г111

У  холати хусусии призма аст, 
4 Bl пас вай рост ва моил шуда 

метавонад. Дар расми 109,а)

Азбаски параллелепипед

~ /с  параллелепипеди моил ва 
— дар расми 109,6) параллеле- 
б) пипеди рост оварда шудаанд.

Расми 109
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Таърифи 2. Руяхои параллелепипед, ки тегаи умумй 
доранд, хамсоя ва руяхое, ки чунин тегаро надоранд, 
руяхои муцобил номида мешаванд. Масалан, дар 
параллелепипеди ABCD A\B\C \D i-n  расми 109,6) руяи 
ВСС\В\ ба руяхои АВВ\А\ ва CC\D\D  хамсоя буда, ба руяи 
ADD\A \ мукобил аст.

Дар хар гуна параллелепипед: 1) хамаи руяхо (пахлуй 
ва асосхо) параллелограммхо мебошанд (ниг. ба п. 21);
2) руяхои мукобил бо хам баробар ва параллеланд;
3) ду руяи дилхохи мукобилро хамчун асосхо кабул кардан 
мумкин аст. Бар замми ин дар параллелепипеди рост 
руяхои пахлуй росткунчахоянд.

Исботи ин чор хосияти барчастаи параллелепипед 
нихоят осон аст. Исботи онхо ба хосияти ба хам баробар ва 
параллел будани тегахои пахлуй асос карда мешавад. Мо 
ин исботхои содаро намеорем.

Акнун дойр ба хисоби масохати сатхи пурраи 
параллепипеди рост халли ду масъаларо меорем.

Масъалаи 1. Масохати сатхи пахлуии параллелепипеди 
рост 220 см2, тарафхои асосхояш ба 3 см ва 8 см, кунчи 
байни онхо ба 60° баробар аст. Масохати сатхи пурраи ин 
параллелепипедро меёбем.

Хал. Аввал масохати асосро меёбем:
24л/3S__= 8 -3 • sin 60° = ■ = 12>/3 .

Пас Я = Я + 25....= 220 + 24^3 *пур

220 + 24 • 1,7321 ~ 220 + 41,5704 ~ 262 см .
Масъалаи 2. Дар параллелепипеди рост тарафхои асос

ба 10 см ва 17 см баробаранд. Яке 
аз диагоналхои асос 21 см буда, 
диагонали калонаш 29 см аст. 
Масохати сатхи пурраи парал­
лелепипедро меёбем.

Хал. Тегаи пахлуии СС ,-ро аз 
руйи теоремаи Пифагор муайян 
мекунем (расми 110):
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СС, = y j A C f - A C 2 = л/292 - 2 12 = V (29-21)(29 + 21) = л/8^50 =

= л/400 = 20 см.
Чи тавре, ки дар боло кайд шуд, дар параллелепипеди 

рост руяхои пахлуй росткунчахоянд, бинобар ин 
Snâ  = 2(10 ■ 20) + 2(17 • 20) = 1080 см2.
Акнун бо формулаи Герон масохати секунчаи ABC -ро 

меёбем:

S = ylр (р  ~ а)(р -  Ъ)(р -  с) = V24(24 -  21)(24 - 1 7)(24 -10) =

= л/24-3-7-14 = 2л/б-3-2-72 =14-6 = 84 см2 
ва = 2S = 168 см2. Хдмин тарик,
Snyp = S„^ + 2Sacoc = 1080 + 2 • 168 = 1416 см2.

1. Параллелепипед гуфта чй гуна призмаро меноманд?
2. Руяхои хамсоя ва мукобили параллелепипед аз хамдигар 
чй тавр фарк карда мешаванд? 3. Чаро дар параллелепи­
пед ду руяи дилхохи мукобилро хамчун асосхо кабул 
кардан мумкин аст?

290. Параллелепипеди A BCD A\B\C \D \ дода шудааст. Ни­
шон дихед, ки кунчхои дуруя, ки тегахояшон АА\ ва 
СС1 мебошанд, ба хамдигар баробаранд.

291. Магар асоси параллелепипеди моил росткунча шуда 
метавонад?

292. Дар параллелепипеди рост тарафхои асос ба 6 м ва 8 м 
баробар буда, кунчи 30°-ро ташкил медиханд. Тегаи 
пахлуй 5 м аст. Масохати сатхи пурраро ёбед.
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Масъалах,о барои такрор

293. Дар призмаи секунчаи рост х,амаи тегахо баробаранд. 
Баландии призма 2 м аст. Масохати сатхи пахлуиро 
ёбед.

294. Тарафи хурди росткунча 6 см аст. Дарозии диагонал- 
хоро ёбед, агар онхо хамдигарро дар тахти кунчи 60° 
буранд.

24. Параллелепипеди росткунча. Куб

I. Таърифи 1. Параллелепипеди рост, ки асосаш рост­
кунча аст, параллелепипеди росткунца номида мешавад 
(расми 111).

Масалан, хишт, куттихои гу- 
гирд ё сабзавот, хона ё хавзи ши- 
новарй шакли чунин параллеле- 
пипедро доранд. Аз сабаби хола­
ти хусусии параллелепипеди рост 
будани параллелепипеди рост­
кунча (ПР) вай дорой хосиятхои 
зерин мебошад: х,амаи шаш руя  
росткунцах,оянд; руяхои мукобил
ба х,амдигар параллеланд; ду руяи дилхо^и муцобили онро ба 
сифати асосхо к,абул кардан мумкин аст.

Дар шакли теоремахо боз ду хосияти дигарро меорем, 
ки махз ба чунин параллелепипед хосанд. Нимхамворихое, 
ки дар онхо руяхои хамсояи параллелепипед чойгиранд, 
кунчхои дуруяро ташкил медиханд. Ин кунчхоро кунцх,ои 
дуруяи параллелепипед меноманд.

Теоремаи 30. Хамаи кунчхои дуруяи параллелепипеди 
росткунча кунчхои ростанд.

Исбот. Тасдики теорема аёнан возех аст, чунки кунчхои 
рост будани кунчхои хаттии ин кунчхои дуруя зохиран 
фахмоанд. Масалан, кунчи дуруяи руяхои ABCD  ва АВВ,А, 
ба кунчи А, А В баробар аст, ки рост будани он аз таъриф
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бармеояд (расми 111). Рост будани кунчхои дуруяи дигар 
хам хамин тавр мукаррар карда мешаванд.

II. Таърифи 2. Дарозии хар як се тега, ки дар як нукта 
бурида мешаванд (яъне, тегахое, ки параллел нестанд), 
ченакхо ё андозахои хаттии параллелепипеди росткунча 
ном доранд.

Масалан, дар мисоли параллелепипеди росткунчаи дар 
расми 111 овардашуда дарозии тегахои АВ, AD  ва А А, 
ченакхо мебошанд. Дар зиндагии харруза ин ченакхо 
хамчун дарозй, бар ва баландй маъмуланд. Масалан, дар 
мисоли хона ё хавзи шиноварй.

Аз теоремаи Пифагор бармеояд, ки диагонали рост­
кунча ба суммаи квадратхои тарафхояш баробар аст. Па­
раллелепипеди росткунча низ ба ин монанд хосиятро 
дороет. Аникаш, чумлаи зерин дуруст аст:

Теоремаи 31. Квадрата диагонали параллелепипеди 
росткунча ба суммаи квадратхои се ченакаш баробар аст.

Исбот. Нишон медихем, ки дар параллелепипеди 
росткунчаи ABCD A \B \C \D \, масалан, баробарии

d 2 = £>,52 = АВ2 + AD2 + АА,2 
Чой дорад (расми 111). Тегаи D\D  ба асос перпендикуляр 
аст, яъне кунчи D\DB  кунчи рост мебошад. Барои хамин, 
дар секунчаи D\DB, мувофики теоремаи Пифагор 
DXB2 = DD2 + DB2. Азбаски DB  диагонали росткунчаи 
ABCD  аст, пас DB2 = АВ2 + A D 2. Инчунин DD\ = АА\. Аз 
ин се баробарй дурустии тасдики теорема бармеояд.

Хулоса. Диагоналуои параллелепипеди росткунца ба 
х;амдигар баробаранд.

Хамин тарик, агар а, Ь, с ченакхои параллелепипеди 
росткунча бошанд, он гох квадрата дарозии диагонал бо 
формулаи d2 -  а2 + Ь2 + с2 ифода мешавад.

Масъалаи 1. Ченакхои ПР ба 8, 9, 12 баробаранд. 
Диагоналро меёбем.

Хал. Мувофики тасдики теоремаи 8
d2 = 82 + 92 + 122 = 64 + 81 + 144 = 289.
Аз ин чо d  = л/289 -  17 .
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III. Агар ченакхои ПР (дарозй, бар ва баландии он) а, Ь, 
с бошанд, он гох масохати сатхи пурраи параллелепипед бо 
формулаи

Snyp = 2(ab + ас + be) 
хисоб мешавад, чунки масохати сатхи пурраи ПР ба хосили 
чамъи масохати хамаи шаш руяхо баробар аст.

Масъалаи 2. Диагонали ПР 5 буда, ченакхояш а, Ь, с 
мебошанд. Маълум, ки За + yfTb + Зс = 25 аст. Масохати 
сатхи пурраи ПР-ро меёбем.

Х,ал. Дарозии диагонал мувофики теоремаи 31
d = \ l a 2 + b 2 + c 2 =5 аст. Барои хамин а2 + Ь2 + с = 25. 
Мувофики шарти масъала За + л[7Ь + Зс = 25 ё 
6а + 2 ;1Ь + 6с = 50 аст. Пас

а 2 +Ь 2 + с2 -  (6а + 2 Jib + 6с) = 25 -  50 = -25.
Ё (а2 -  ба) + ф 2 -  2д/7Ъ) + (с2 -  6с) + 25 = 0. Квадратхои пур­

ра чудо карда хосил мекунем: (а -3 )2 +(b-4l)2 +(с-3)2 =0. 
Ягона киматхое, ки ин баробариро каноат менамоянд, а = 3, 
b = yfl ва с = 3 хастанд. Бинобар ин мувофики формулаи 

масохати сатхи пурра доро хастем:
Snyp = 2{ab + ас + Ъс) = 2(3• -у7 + 3• 3 + 3• 7) = 18 + 12^17 .

Таърифи 3. Параллелепипеди росткунчае, ки дар он хар 
се ченак ба хамдигар баробаранд, куб номида мешавад.

Дар куб хамаи шаш руя ба хамдигар баробар 
мебошанд. Куб хамаи он хосиятхоеро, ки ба ПР мансубанд 
дороет. Алалхусус, агар дарозии тегаи куб а бошад, он гох
диагонали он d = За ва масохати сатхи пуррааш Snyp — 6а2 
аст.

Масъалаи 3. Дарозии диагонали руяи куб ба 1^2  см 
баробар аст. Дарозии диагонали кубро меёбем.

Хал. Агар тегаи куб ба а баробар бошад, он гох
диагонали руяи он ба а 12 баробар аст. Барои хамин 
a 4 l  = 1^12, яъне а = 7 см. Мувофики формулаи дарозии 
диагонали куб d = ал/з = 7л/з см мешавад.
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1. Чй гуна параллелепипедро ПР мегуянд? 2. ПР хдмчун 
параллелепипед дорой чй гуна хосиятхо аст? Хосиятхои 
танхо ба ПР хос бударо номбар кунед. 3. Чаро дар ПР 
кунчхои дуруя кунчхои рост буда, диагоналхо ба хамдигар 
баробаранд? 4. Ченакхои ПР кадомхоянд? 5. Диагонали 
ПР бо кадом формула хисоб мешавад? Масохати сатхи 
пуррааш -  чй? 6. Чиро куб мегуянд? 7. Призмаи рости 
квадратй (асосаш квадрат) аз куб чй фарк дорад?

295. Ченакхои ПР ба а) 12, 16, 21; б) л/39, 7, 9 баробаранд. 
Диагоналхои онро ёбед.

296. Тегаи куб 7 м аст. Диагонали кубро ёбед.
297. Куби ABC D A \B \C \D , дода шуда аст. Кунчи дуруяи: 

а) АВВ\С\-ро\ б) А\ВВ\К-тро, ки К  -  миёначои тегаи 
A\D\ аст, ёбед.

298. Хрсили чамъи хамаи тегахои ПР ба 16 м ва диа- 
гоналаш ба 3 м баробар аст. Масохати сатхи пурраи 
онро ёбед.

299. Тарафхои асоси ПР ба 3 м ва 4 м баробаранд. Диа­
гонали параллелепипед ба хамвории асос кунчи 45°-ро 
ташкил мекунад. Масохати сатхи пурраи параллеле­
пипедро ёбед.

300. Диагонали ПР 5л/2 м буда, бо хамвории асос кунчи 
45°-ро ташкил мекунад. Масохати сатхи пахлуии па­
раллелепипедро ёбед, агар масохати асос 12 м2 бошад.

301. Диагонали ПР-ро ёбед, агар вай бо хамвории асос 
кунчи 60°-ро ташкил дода, тарафхои асос 3 м ва 4 м 
бошанд.

302. Масохати сатхи пурраи куб 24 м2 аст. Тегаи онро ёбед.
303. Тегахои ПР хамчун 3 : 7 : 8  нисбат доранд. Масохати 

сатхи пуррааш 808 см2 мебошад. Тегахоро муайян 
намоед.

304. Тегаи кубро ёбед, агар маълум бошад, ки масохати 
сатхи пурраи он 5046 см2 аст.
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305. Дар призмаи секунча тарафхои асос ба 3 м, 4 м ва 5 м, 
баландй ба 6 м баробаранд. Масохати сатхи пурраи 
призма ёфта шавад.

306. Тарафхои росткунча хамчун 4: 1 нисбат дошта, масо- 
хаташ 400 см2 аст. Тарафи калони росткунчаро ёбед.

25. Пирамида

Дар пункти 3-и параграфи 1 мо бо пирамида, хдмчун 
чисми геометрй ва холати хусусии он -  тетраэдр, шинос 
шуда будем. Дар ин ва чанд пункти оянда баъзе тавсияхои 
умумии ба хар гуна пирамида хос бударо каме васеътар 
мухокима намуда, дойр ба онхо масъалахои содаро хал ва 
пешниход менамоем.

Таъриф. Бисёрруяе, ки дар натичаи пайваст кардани 
нуктаи додашудаи берунаи бисёркунчаи хамвор бо хар як 
нуктаи ин бисёркунча хосил мешавад, пирамида номида 
мешавад. Нуктаи додашуда цуллаи асосй, бисёркунчаи 
хамвор асоси пирамида ном доранд (расми 112).

Пирамидахои Мисри ка­
дим, ки оромгохи фиръавнхо 
буда, асосашон квадрат аст ё 
бурчхои Кремли Маскав 
мисоли пирамидахоанд. Кул- 
лаи асосй ва куллахои асос 
цулла^ои пирамидаанд. (Дар 
оянда агар махсус таъкид 
нашуда бошад, зери мафхуми 
куллаи пирамида куллаи 
асосй фахмида мешавад.)

Сат%и пирамида аз асос ва 
руяуои пахлуй, ки секунча- 
хоянд, иборат аст. Порчахое, 

ки куллаи пирамидаро ба куллахои асос пайваст мекунанд, 
тегахои пахлуй ном доранд. Тарафхои асосро тегахои асос

Баландй

Куллаи
асос

Расми 112

140



хдм мегуянд. Порчае, ки аз кулла ба х,амвории асос 
перпендикуляр фароварда шудааст, баландии пирамида аст.

Пирамидаро, мисли призма, аз руи микдори тарафхои 
(кунчхои) асос номгузорй мекунанд. Пирамида п-кунца 
номида мешавад, агар асоси он бисёркунчаи гс-кунча 
бошад. Дар расми 112 пирамидаи шашкунча (дар расми 
16-и сах. 19 бошад, пирамидаи панчкунча) тасвир шудааст. 
Шашкунчаи ABCDEF -  асос, S  -  кулла, SA, SB, ..., SF -  
тегахои пахлуии он мебошанд. Руяхои пахлуй секунчахои 
ASB , BSC, ..., FSA буда, S H -  баландй аст.

5  Пирамидаи секунчаро тетраэдр
(tetrahedron) хам мегуянд. (Аз ду 
калимаи юнонии tetra -  чор ва hedra
-  асос, руя тартиб дода шудааст. 
Маънои tetrahedron чорруя аст). 
Тетраэдр дорой 4 руя, 6 тегаю 4 
кулла мебошад (расми 113). Руяи 
дилхохи тетраэдрро хамчун асосаш 
кабул кардан мумкин аст.

Х,ангоми бисёркунчаи барчаста будани асоси пирамида, 
вай бисёрруяи барчаста аст. Бинобар ин барояш формулаи 
Эйлер дуруст аст (ниг. ба пункти 20, кисми 1Н-аш, сах. 126). 
Яъне, байни микдори руяхо (Р ), тегахо (Г) ва куллахо (/<) 
вобастагии

К + Р - Т = 2

Асоси пирамидаи чоркунча росткунчаи 
тарафхояш 6 см ва 8 см аст. Дарозии 
хар як тегаи пахлуии пирамида 13 см 
аст. Баландии пирамидаро меёбем.

Х,ал. Ба осонй нишон додан мум­
кин аст, ки баландии пирамида SH  
хамвории асос ABCD-po дар нуктаи 
буриши диагоналхои росткунча ме­
бурад. Ин диагоналхо бо хамдигар 
баробар буда, дар нуктаи буриш ба ду 
хиссаи баробар чудо мешаванд (расми
114). Аз секунчаи росткунчаи ABC:

а с = л ] а в 2 +В С 2 =л/б2 +82 =л/Гоо = 10.

Чои дорад. 
Масъалаи
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ACПас АН  = 2 = 5 см. Акнун аз секунчаи росткунчаи AHS:

SH = j  AS 2- А Н 2 = Vl32 - 5 2 = л/16 9 -2 5  = л/144 = 12 . 
Ч,авоб: 12 см.
Масъалаи 2. Асоси пирамида секунчаи баробарпахлуест, 

ки тарафхояш 6 см, 6 см ва 8 см мебошанд. Тегахои пахлуй ба 
9 см баробаранд. Баландии ин пирамидаро меёбем.

Хал. Асоси баландии пирамида нуктаи О -  маркази дав- 
раи берункашидаи асоси он -  секунчаи ABC  мебошад (расми

115). Формулаи SABC = -ро исти-

фода карда, радиуси ин давраро 
меёбем. Мувофики формулаи Герон

SABC = j p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c ) ,
a + b + cки р  = ---- -----  - нимпериметри се­

кунчаи асос аст. Азбаски
6 +6 +8  R 

р  = ---------- = 10 аст, бинобар ин

8^5 =

Расми 115 

6 - 6-8

4 R

S ABC = Vl O- 4- 4 - 2  = 4л/20 = 8л/5 . Пас 
72 9/? =

8л/5 л/5 '

Аз секунчаи росткунчаи SO C : 92=H 2+ R 2 ё 81 = Я 2 + 81

О 1

Аз ин чо, Я 2 = 81----- 81-4 тт 9 - 2  18------  ва Я = —т=- = — .
5 л/5 л/5

1. Чй гуна бисёрруя пирамида аст? Асос, куллаи асосй ва
куллахо, руяхои пахлуй, сатхи пирамида, тегахои пахлуй ва
тегахои асос, баландии пирамида чй тавр муайян карда ме­
шаванд? 2. Пирамида аз руйи чй ва чй тавр номгузорй кар­
да мешавад? 3. Чй гуна пирамидаро тетраэдр меноманд?
4. Дар кадом холат пирамида бисёрруяи барчаста аст?
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307. Асоси тетраэдр секунчаи баробарпахдуи асосаш 12 см 
ва тарафи пахдуиаш 10 см аст. Руяхои пахлуй ба асос 
кунчхои дуруяи ба 45° баробарро ташкил медиханд. 
Баландии тетраэдрро ёбед.

308. Секунчаи баробарпахлу, ки асосаш 6 см ва баландиаш 
9 см аст, асоси пирамида мебошад. Дар он тегахои 
пахлуй бо хам баробар буда, дарозиашон 13 см аст. 
Баландии пирамидаро ёбед.

309. Асоси пирамида параллелограммест, ки тарафхояш 3 
см ва 7 см буда, яке аз диагоналхояш 6 см аст. 
Баландии пирамида, ки аз нуктаи буриши диагоналхо 
мегузарад, 4 см аст. Тегахои пахлуии пирамидаро 
ёбед.

310. Асоси тетраэдр секунчаи баробартарафи тарафаш 9 см 
аст. Тегаи пахлуй 6 см мебошад. Баландии тетраэдрро 
ёбед.

Масъала\о барои такрор

311. Ромби ABCD, ки тарафаш 8 см ва дар он Z A = 45° 
мебошад, дода шуда аст. Аз нуктаи F ба хамвории 
ромб перпендикуляри FC фуроварда шудааст. 
Масофаи нуктаи F  то тарафи AD  ёфта шавад.

312. Дар секунчаи росткунча яке аз катетхо 3 см буда, 
котангенси кунчи ба он часпида 0,75 аст. 
Гипотенузаро ёбед.

26. Пирамидаи мунтазам

Чй тавре борхо гуфтем, бисёркунча мунтазам номида 
мешавад, агар дар он тарафхо ва кунчхо бо хам баробар 
бошанд (масалан, ниг. ба пункти 22). Секунчаи 
баробартараф ё квадрат мисоли бисёркунчаи мунтазаманд.
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Таъриф. Агар асоси пирамида бисёркунчаи мунтазам 
буда, баландиаш аз маркази ин бисёркунча гузарад, онро 
пирамидаи мунтазам меноманд.

Дар расми 116 пирамидахои мунтазами секунча (тетра­
эдри мунтазам), чоркунча ва шашкунча оварда шудааст. 
Чй тавре маълум аст, маркази секунчаи баробартараф 
нуктаи буриши медианахо, маркази квадрат нуктаи бу­
риши диагоналхо мебошад. Ин нуктахо бошанд, маркази 
давраи дарункашидаи секунча ва маркази давраи берун- 
кашидаи квадрат мебошанд. Умумй карда гуфтан мумкин 
аст, ки маркази асоси пирамидаи мунтазам маркази давраи 
дарункашида ё маркази давраи берункашидаи асос аст 
(ниг. ба халли масъалаи 2-и пункти 25 дар сах- 142).

тетраэдри пирамидаи пирамидаи
мунтазам мунтазами чоркунча мунтазами шашкунча

Расми 116

Хати росте, ки баландии пирамидаро дар бар мегирад, 
тири пирамида ном дорад. Дар пирамидаи мунтазам:
1) Тегахои пахлуй ба хамдигар баробаранд; 2) Руяхои пахлуй 
секущахои ба хам баробари баробарпахлуянд; 3) Баландщои 
руяхои пахлуй, ки аз цулла ба асос фуроварда шудаанд, ба 
Хамдигар баробаранд. Ин баландихоро апофема меноманд.

Исботи хосияти 1)-ро барои пирамидаи чоркунчаи 
мунтазам (расми 116,а) меорем. Бигузор Н  маркази асос 
аст. ААВН  баробартараф буда, ZSH A = ZSH B  = 90°. Пас 
мувофики аломати дуюми баробарии секунчахои
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росткунча ASHA  = ASHB, яъне SA = SB. 
Айнан хдмин гуна мулохизаронй ба 
баробарии SB = SC, баъд ба SC  = SD , 
сонй ба SD = SA меорад.

Хосиятхои 2) ва 3) хулосахои хо­
сияти 1) мебошанд.

Масъалаи 1. Дар пирамидаи шаш- 
кунчаи мунтазам тегаи асос 10 см ва 
баландй л[б9 см аст. Апофемаи пирами­
даро меёбем.

Хал. Бигузор дар пирамидаи мун- 
тазами SABCDEF А В = ВС  = 10 см ва 
SN  апофема аст (расми 117). Мувофики

шарти масъала SH = 69 см. Секунчаи А ВН  баробартараф 
мебошад, пас ВН  = А Н  = АВ  = 10 см.
Аз секунчаи росткунчаи SHB  мувофики 
теоремаи Пифагор

SB2 = SH2 + НВ2 = (\69)2 +102 =169.
Инак, SB = 13 см. Апофемаи SN  медианаи

АВ
секунчаи A SB  аст, барои хамин AN= ^ =5

см. Акнун аз секунчаи росткунчаи SNB:
SB2 = SN 2 + BN2 ё 

SN2 = SB2 -  BN2 = 132 - 5 2 = 169 -  25 = 144;
SN = Vl44 =12.

Ч,авоб: Дарозии апофемаи пирамидаи 
мунтазами мазкур 12 см аст.

Масъалаи 2. Баландии пирамидаи чоркунчаи мунтазам 
ба 7 см ва тарафи асос ба 8 см баробар аст. Тегаи пахлуиро 
муайян мекунем.

Хал. Маълум, ки SABCD -  пирамидаи чоркунчаи мун­
тазам (расми 118). Дар он а = АВ  = ВС = CD -  DA = 8 см ва 
баландии Н  = SO  = 7 см аст. Тегаи пахлуй SB-ро ёфтан 
зарур мебошад.

Маркази давраи берункашидаи асос, ки квадрат аст, 
нуктаи буриши диагоналхо О мебошад. Радиуси ин
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s давраро меёбем. Диагоналхои асос дар 
нуктаи буриш ба ду хиссаи баробар чудо 
мешаванд. Дарозии диагонали квадрати
тарафаш а буда ба а 4 2 баробар аст, аз 
руйи теоремаи Пифагор. Пас

А*~

D С

Аз секунчаи росткунчаи SOB  муво­
фики теоремаи Пифагор дорем:

R = О В =
2 2 V2 ‘

_ a V 2 _ 8 л / 2 _  8

Расми 118

SB =yfs\ =9  см.
Ч,авоб: Тегаи пахдуии пирамида 9 см аст.

1. Чй гуна пирамидаро мунтазам меноманд? 2. Маркази 
асоси пирамидаи мунтазам дар кучо чойгир аст? 3. Чиро 
тири чунин пирамида мегуянд? 4. Дар пирамидаи мунта­
зам тегах,ои пахлуй, руяхои пахлуй ва баландии руяхои 
пахлуй чй гунаанд? 5. Апофемаи пирамидаи мунтазам гуф- 
та чиро мегуянд?

313. Дар пирамидаи чоркунчаи мунтазам баландй 12 см 
буда, апофемаи руяи пахлуй 15 см мебошад. Тегаи 
пахлуии пирамидаро ёбед.

314. Асоси пирамида секунчаи баробартарафест, ки тара­
фаш 6 см мебошад. Тегахои пахлуй ба 9 см баро­
баранд. Баландии пирамидаро ёбед.

315. Асоси пирамида квадрати тарафаш 9 см мебошад. 
Тегахои пахлуй ба 12,5 см баробаранд. Баландии 
пирамидаро ёбед.

316. SABCD  пирамидаи мунтазамест, ки асоси он ABCD  
квадрат буда, тарафаш 9 см аст. Кунчи байни руяхои 
A S В ва BSC- ро ёбед, агар маълум бошад, ки масофаи 
байни А С  ва BS ба 1 см баробар аст.
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Масъалах,о барои такрор

317. Масофаи байни тегахои пахлуии призмаи секунчаи 
моил мувофикан ба 2 см, 3 см ва 4 см баробар аст. 
Масохати сатхи пахлуй -  ба 45 см2. Тегаи пахлуиро 
ёбед.

318. Дар секунчаи ABC  аз асоси D -и баландии AD  ба 
тарафи А В ба таври параллелй хати рост гузаронида 
шудааст, ки он АС- ро дар нуктаи К  мебурад. А К  : КС

3
ёфта шавад, агар SAADC : S^bc -  — бошад.

27. Масох,ати сатх,и пирамидаи мунтазам

I. Чи тавре, ки гуфта будем, сатхи пурраи пирамида аз 
асосхо ва руяхои пахлуй иборат аст (ниг. ба пункти 25). 
Пас масохати сатхи пахлуии пирамида хосили чамъи масо­
хати руяхои пахлуии он мебошад.

Теоремаи 32. Масохати сатхи пахлуии пирамидаи мун­
тазам ба хосили зарби нисфи периметри асос бар апофема 
баробар аст.

Исбот. Агар дарозии тегаи асоси пирамидаи мунтазами 
я-кунча а бошад, он гох масохати як руяи пахлуии он

(хамчун масохати секунчаи баробарпахлу) аст, ки дар

ин чо / -  дарозии апофема мебошад. Аз сабаби баробарии
_ al pi

руяхои пахлуй масохати хамаи онхо ^ ' п ~ 2  мешавад’ ки

р  = ап -  периметри асос аст. Теорема исбот шуд.
Х,амин тарик, барои пирамидаи мунтазами я-кунча

с — с + с — е j_pL
пур ^  асос пау;л асос ^  *

Масохати асоси пирамидаи мунтазами я-кунчаро ба 
осонй ёфтан мумкин аст. Чй тавре дар пункти 26 кайд 
карда будем, маркази асоси чунин пирамида маркази
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II. Яке аз шартхои мунтазам будани пирамида ин аз 
маркази асос гузаштани баландии он аст. Акнун хдлли 
масъалаеро меорем, ки дар он асоси призма бисёркунчаи 
мунтазам буда, худи призма мунтазам нест.

Масъалаи 2. Асоси пирамидаи чоркунчаи SABCD  квад­
рат буда. тарафаш 2 см аст. Тегаи пахлуй SC = 2л[3 см ме­
бошад. Тегаи SA ба хамвории асос ABCD  перпендикуляр 
аст. Масохдти сатхи пурраи ин пирамидаро меёбем.

Хал. Диагонали А С -и асоси пирамида A BCD -ро месо­
зем (расми 120,а). Тегаи SA ба тарафхои асос АВ, AD  ва

диагонал А С  перпендикуляр аст (ниг. 
ба таърифи 2-и сах. 54). Мувофики ин 
перпендикулярхо навишта метавонем:
АС = СВ-у12=2л/2 см, SC2 = SA2 + А С 2

ё (2V3)2 = SA2 + (2V2 )2, SA 2 = 12 -  8 = 4, 
SA = 2 см. SD 2- S A 2+ A D 2 = 22 + 22 = 8, 
SD = 2V2 см. SB2= S A 2+A B 2= 22+ 22= 8,
s b  = 2V2 .

Мувофики аломати баробарии се- 
кунчахо аз руйи се тараф хосил ме­

кунем, ки секунчаи SAB  ба секунчаи SAD  ва секунчаи SBC  
ба секунчаи SD C  баробар аст. Пас масохати онхо низ бояд

баробар бошад: S ^ g  = S^DC = ^ АВ -SA = ~ - 2-2 = 2 см2.

Баъд мувофики теорема дар бораи се перпендикуляр 
(ниг. ба пункти 10, сах. 69) аз он ки SA ба АВ ва АВ  ба ВС  
перпендикуляр аст, бармеояд, ки ВС  ба SB перпендикуляр

мебошад. Хамин тарик, S^BC = S^DC= ^ • ВС- SB=^  • 2 ■ 2л/2 = 2^2

см2.
Дар охир, масохати сатхи пурраи пирамидаро меёбем: 

Snvp ~ 'ABCD S&SAB S&SBC S&SDC ÂSAD — АВ2 + 2 + 4л/2 + 2 — 
= 22 + 4+4л/2 = 8 +  4л/2 = 4(2+л/2 ) см2.
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1. Магар хар гуна пирамидае, ки асосаш бисёркунчаи мун­
тазам аст, пирамидаи мунтазам мебошад? 2. Масохати сат­
хи пахлуии пирамидаи мунтазам бо кадом формула ифода 
карда мешавад? 3. Масохати асоси пирамидаи мунтазам 
бо радиусхои даврахои дарункашида ва берункашидаи 
асос чй хел алокамандй дорад?

319. Дар пирамидаи мунтазами чоркунча масохати сатхи 
пахлуй ба 14,76 м2, масохати сатхи пурра ба 18 м2 
баробар аст. Дарозии тарафи асос ва баландии 
пирамидаро ёбед.

320. Тарафи асоси пирамидаи чоркунчаи мунтазам ёфта 
шавад, агар баландии он Н  ва масохати сатхи пахлуй
S бошад.

321. Тарафи асоси пирамидаи чоркунчаи мунтазам ва 
апофемаи онро ёбед, агар тегаи пахлуй ба 10 см ва 
масохати сатхи пахлуй ба 144 см2 баробар бошад.

322. Тарафи асоси пирамидаи чоркунчаи мунтазам 5 см, 
масохати сатхи пурраи он 115 см2 аст. Апофемаи 
пирамидаро ёбед.

323. Масохати сатхи пурраи пирамидаи секунчаи мунтазам- 
ро, ки баландиаш 6 см ва кунчи байни хамворихои руяи 
пахлуй ва асос 60° аст, ёбед.

Масъалахо барои такрор

324. Призма 100 кулла дорад. Микдори руяхо ва микдори 
тегахои онро ёбед.

325. Хрсили чамъи дарозии тегахои параллелепипеди рост­
кунча 16 см буда, дарозии диагоналаш 3 см аст. Масо­
хати сатхи пурраи ин параллелепипедро ёбед.

326. Пирамида 100 тега дорад. Микдори куллахо ва мик­
дори руяхои онро ёбед.

1 я327. Ченаки градиусии кунчи ченаки радианиаш —  буда-
18

ро ёбед.
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28. Бисёрруяи мутлако мунтазам (БММ)

Таъриф. Бисёрруяи барчаста мутлсщо мунтазам номида 
мешавад, агар хдмаи руяхои он бисёркунчахои дорой мик­
дори якхелаи тарафхои ба хам баробар бошанд ва агар дар 
хар як куллаи бисёрруя микдори баробари тегахо бо хам 
дучор оянд.

Мисоли бисёрруяи мутлако мунтазам (БММ) куб аст. 
Дар он хамаи 6 руя квадратхои ба хам баробар буда, дар 
хар як куллааш 3 тега бо хам дучор меояд.

Аз таъриф бармеояд, ки дар БММ руяхо ба хамдигар 
баробаранд. Пас кунчхои дуруя, ки онхоро руяхои тегаи 
умумидошта ташкил медиханд, низ баробаранд.

Нишон дода шудааст, ки БММ-и и-кунча хангоми п > 6 
будан вучуд надорад (исботи дурустии ин далелро наме- 
орем, гарчанде вай на он кадар мураккаб аст). Барои хамин 
хар як куллаи БММ танхо куллаи се, чор ё панч секунчаи 
баробартараф, ё ки се квадрат ва ё се панчкунчаи мунтазам 
шуда метавонаду халос. Мувофикан ба ин, панч намуди 
БММ вучуд дорад (расми 121).

Додекаэдр Икосаэдр

Расми 121
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Онхоро номбар карда тавсиф мекунем:
1) Тетраэдры мутлацо мунтазам* (чорруя) -  руяхояш аз 4 

секунчаи баробартараф иборатанд. Х,ар як куллаи он 
куллаи се секунча аст. Яъне, дар хдр як куллаи он се тега 
ба хам дучор меоянд.

2) Куб (шашруя) -  хдмаи 6 руяхояш квадратанд. Х,ар як 
куллаи куб куллаи 3 квадрат аст.

3) Октаэдр (хдштруя) -  хамаи 8 руяхояш секунчахои ба­
робаранд. Х,ар як куллааш куллаи 4 секунча мебошад.

4) Додекаэдр (дувоздахруя) -  аз 12 панчкунчахои мунтазам 
тартиб дода шудааст. Хдр як куллаи он куллаи 3 панч- 
кунчаи мунтазам аст.

5) Икосаэдр (биструя) -  аз 20 секунчахои баробартараф 
тартиб дода шудааст. Хдр як куллаи икосаэдр куллаи 5 
секунча аст.
Масъала. Кунчхои дуруяи октаэдрро меёбем.
Хал. Октаэдр дар натичаи аз руи асосхо хамчоя кардани 

ду пирамидаи баробар хосил мешавад (расми 121). Барои 
хамин кунчи матлуб - (р аз кунчи назди асоси пирамида - а

ду маротиба калон аст, яъне а  = ^ ср. Буриши пирамидаро,

ки аз куллаи S  ва миёначои ду тегаи асосхои параллел 
мегузарад, дида мебароем. Агар А \ ва С\ -  миёначои тега­
хои асосхо бошанд, он гох буриш секунчаи баробар-

пахлуест, ки асосаш А \С \ ба 
тегаи октаэдр d  баробар аст. 
Тарафхои пахлуй S/ii = SC\ ба 
апофемаи пирамида, яъне ба

3/ = d , баробаранд. Дар айни 

хол ZSA]C] = а  = ] (̂р (расми 122).

* Мо тетраэдри мутлако мунтазам ва пирамидаи секунчаи мунтазамро (тетраэд- 
ри мунтазамро) аз хдм фарк мекунонем. Бар хилофи тетраэдри мутлако мунта­
зам, ки хдмаи тегахояш баробаранд, дар пирамидаи секунчаи мунтазам тегахди 
пахлуй метавонанд ба тегахои асос баробар набошанд.
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Баландии SO-po ба А\С \ гузаронида аз секунчаи SO А \
. (р А, О d  dy/з  1меебем, ки cos— = cosSAXJ = —— = —:------= —j= .

2 ' SA, 2 2 V3
1Аз ин чо (р = 2 arccos

л З
Эзох. Х,ангоми халли масъала мо аз он истифода кардем, 

ки дар тетраэдри мутлако мунтазами тарафаш d  буда, апофема

ба баробар аст. Инчунин нишон додан мумкин аст, ки

дар чунин пирамида баландй ба баробар мебошад.

1. Чй гуна бисёрруя бисёрруяи мутлако мунтазам номида 
мешавад? 2. Бисёрруяхои мутлако мунтазамро номбар ку­
нед ва онхоро тавсиф намоед. 3. Тетраэдри мутлако мунта­
зам аз пирамидаи секунчаи мунтазам чй фаркият дорад?

328. Кунчхои дуруяи тетраэдри мутлако мунтазамро ёбед.
329. Нишон дихед, ки хосили чамъи кунчхои хамворй наз- 

ди хар як куллаи додекаэдр ба 324° баробар аст.
330. Дарозии тегаи октаэдр ба d  баробар аст. Масохати 

сатхи онро ёбед.
331. Масохати сатхи тетраэдри мутлако мунтазам ба Q 

баробар аст. Дарозии тегаи онро ёбед.

Масъалахо барои такрор

332. Вектори (1; 2; 3) дода шудааст. Вектори ба он коллине- 
ариро ёбед, ки ибтидоаш нуктаи (1; 1; 1) буда, интихо- 
яш дар хамвории Оху чойгир аст.

333. Порчаи BD ба порчаи А С  перпендикуляр буда, онро 
дар нуктаи О ба ду хисса таксим мекунад. Маълум, ки 
АВ  = 5 см, AD  = 3,5 см, АО  -  3 см аст. Периметрхои 
чоркунчаи ABCD  ва секунчаи ABC -ро ёбед.
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29. Мафхуми х,анми ч,исм

Барои чей кардани масофаи байни ду нукта вохиди 
дарозй, ки дарозии порчаи ихтиёран интихобшуда аст 
(милиметр, сантиметр, детсиметр, метр, километр ва гай- 
ра) истифода карда мешавад. Андозаи ин масофа ба мик- 
дори он вохиде, ки дар масофаи мазкур мегунчад, баробар 
аст. Ба ин монанд, барои чен кардани масохати фигура мо 
квадратро, ки тарафаш вохиди интихобшудаи дарозй аст, 
истифода мебарем. Чунин квадрат квадратй вохидй ном 
дорад. Масохати сатхи додашуда ба микдори квадратхои 
вохидй , ки фигура онхоро дар бар мегирифт, баробар буд.

Барои чен кардани хачм куби вохидй, ки тегааш ба 
вохиди дарозй, масохати руяаш ба квадратй вохидй (санти- 
метри квадратй, метри квадратй ва гайра) баробар аст, ис­
тифода карда мешавад. Чунин куб вохиди х,ацм ном дорад.

Таърифи 1. Микдори вохидхои хачм, ки чисми геометрй 
(призма, пирамида, силиндр, кура ва гайрахо) онхоро дар 
бар мегирад, х,ацми цисм номида мешавад. (Дар айни хол 
талаб карда намешавад, ки ин микдор бо адади бутун ифо- 
да шавад.)

Агар тегаи куби вохиди хачм 1 см бошад, он гох хачм 
бо сантиметрхои кубй (см3); агар тегаи куби вохидй 1 м 
бошад, хачм бо метри кубй (м3) чен карда мешавад. Рафту 
тегаи куб 1 км бошад, он гох хачм бо километри кубй (км3) 
чен карда мешавад ва гайра.

Априорй (бе исбот, ё ки хамчун гипотеза) кабул карда 
шудааст, ки барои чисмхои геометрй ду постулати зерин 
дурустанд:

1. Ба х;ар гуна цисми геометрй ба таври ягона адади 
мусбати мувофщ  гузоштан мумкин аст, ки он хацми цисм 
мебошад.

2. Агар цисм ба цисмуои бо х,ам цисми умуминадошта 
цудо карда шуда бошад, он гох, х,ацми цисм ба суммаи х,ацми 
х,ар як цисм иборат аст.

Масалан, чи тавре, ки дар оянда мебинем, хар гуна 
призма ё пирамидаи и-кунчаро ба микдори охирноки 
призма ё пирамидахои секунча чудо кардан мумкин аст.

154



Мувофики постулати 2, агар хачми призма ё пирамидаи 
секунчаро ёфта тавонем, он гох, хачми призма ё пирамидаи 
дилхохи я-кунчаро ёфта метавонем. Постулати 2 хосияти 
аддитивии х,ацм ном дорад.

Таърифи 2. Агар хачми ду чисм ба хам баробар бошад, 
чисмхоро баробарбузург меноманд.

Фахмост, ки мафхумхои чисмхои бо хам баробар ва 
чисмхои бо хам баробарбузург маънои гуногунро доранд. 
Масалан, призма ва пирамида баробарбузург шуда ме- 
тавонанд, вале асло ба хам баробар не.

1. Вохиди хачм чй гуна куб аст? 2. Хдчми чисм чй тавр 
муайян карда мешавад? 3. Постулатхои хачмро номбар 
намоед. 4. Дар кадом холат ду чисм баробарбузурганд? 
Оё чисмхои баробарбузург хамеша ба хам баробаранд?

Масъалах,о барои такрор

334. Баландии ПР 12 см буда, тарафхои асосаш 8 см ва 6 
см-анд. Масохати сатхи пурраи онро ёбед.

335. Росткунчаи тарафхояш 32 см ва 24 см дарункашида 
аст. Радиуси давра ёфта шавад.

30. Хачми параллелепипед ва куб

I. Аввал ба ёфтани хачми параллелепипеди росткунча 
(ПР) машгул мешавем. Барои ин максад тасдики зеринро 
беисбот кабул мекунем: нисбати х,ач^ли ду ПР, ки асосх,ои 
якхела доранд, ба нисбати баланди%ояилон баробар аст. 
Дарозй, бар ва баландии ПР-ро андозах,ои хаттиаш 
номида будем (ниг. ба таърифи 2-и пункти 24 дар сах 137).

Теоремаи 33. Х,ачми ПР, ки андозахои хаттиаш а, Ь, с 
мебошад, бо формулаи V= abc хисоб мешавад.
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Исбот. Куберо, ки вохиди чей кардани хачм аст, яъне 
андозахояш 1, 1, 1 аст, интихоб мекунем. Баъд се ПР-и 
андозахояшон а, 1, 1; a, b, 1 ва а, Ь, с-ро мегирем. Хдчми 
онхоро бо V,, V2 ва V ишорат мекунем. Аз сабаби он ки 
андозаи дилхохи ПР-ро хамчун баландй кабул кардан 
мумкин аст, мувофики тасдики дар боло овардашуда 

VL = a V^_b  L _c_
1 '  1 ’ V ~  Г  V2 “  1 '

X,ap се ин баробариро аъзо ба аъзо зарб мекунем:
Vi V2 V а Ъ с . .  _ ,—- ■ — ---- = ----------, яъне V abc.
1 Vj V2 1 1 1

Дурустии теорема исбот шудааст.
II. Аз теорема чунин хулосахо бармеоянд:
Хулосаи 1. Хацми П Р 6а косили зарби масохати асос бар 

баландй баробар аст.
Дар хакикат, руяи тегахояш ба а ва b баробарро хамчун 

асоси ПР кабул мекунем. Пас, масохати асос S  ба а • b ва 
баландии Н  ба с баробар мешавад, яъне

V = abc = S ■ Н.

Амалан дуруст будани ин хулосаро барои хар гуна 
параллелепипед нишон додан мумкин аст. Яъне дурустии 
чумлаи зеринро: Х<щми параллелепипеди дилхох; (моил, рост, 
росткунча) ба косили зарби масохати асос бар баландй 
баробар аст. Вале мо бо овардани тасвияи хамин тасдик 
махдуд шуда, исботашро намеорем.

Хулосаи 2. Хацми куби тегааш а бо формулаи V = а 3 
у;исоб мешавад.

Масъалаи 1. Масохати се руяи ПР ба 2 м2, 3 м2 ва 6 м2 
баробаранд. Хачми онро меёбем.

Х,ал. Нишон медихем, ки агар Q\, Q2, Q3 -  масохатхои
руяхо бошанд, он гох V = ^Q{Q2Q3 мешавад. Дар хакикат,
агар а, Ь, с андозахои ПР бошанд, он гох V = abc, ab = Q\, 
be = Q2, ас = Q3 аст. Аз ин баробарихо хосил мекунем:

Ь = & ,  a = Q - ,  Qx = ab = —  • — , с2 = QlQz , c = \ QlQl
с с с с 61 V 0
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Хамин тарик,

V = abc = 0 * - .^ ± .с =& в 2 „ _ в 2а  = Q £ ^ = ^ q ^ .
~ ~ ~ ш  

\  а
Киматхои додашудаи масъаларо истифода карда меёбем:

F = л/2 • 3 • 6 = л/36 = 6 м3

Масъалаи 1. Маълум, ки агар хар як тегаи кубро 1 м 
зиёд намоем, он гох хачми куб 7 м3 зиёд мешавад. Чанд 
будани тегаи кубро меёбем.

Хал. Агар тегаи кубро бо х ишорат кунем, он гох хачми 
он ба л3 баробар мешавад. Мувофики шарти масъала 
(х + I)3 - л;3 = 7 ё Ъх2 + Зх + 1 = 7, ё ки Зх2 + Зх -  6 = 0. Аз 
ин муодилаи квадратй

-3 ±  л/9+ 6- 3- 4 1 л/81 1 3  х,, —-------------------- = —  + ------= —  + —; х , = - 2, х, = 1.
1,2 6 2 6 2 2

Танхо решай мусбат маънои геометриро дорад. Инак, 
тегаи куб 1 м аст.

1. Андозахои хаттии ПР гуфта чиро мегуянд? 2. Хачми ПР 
бо кадом формула хисоб мешавад? Хачми куб -  чй? 3. Исбот 
кунед, ки хачми ПР ба хосили зарби масохати асос бар 
баландй баробар аст. 4. Оё тасдики зикршуда барои хар гуна 
параллелепипед дуруст аст?

336. Хачми ПР-ро, ки тарафхои асосаш а ва b буда, ба- 
ландиаш И аст, ёбед, агар:
а) а = 1 1 , 6 =  12, h = 15; б) а = Зл/2, b=J5, /г = Юл/Го 

бошад.
337. Диагонали куб Зл/З см аст. Хачми кубро ёбед.
338. Асоси ПР квадрат аст. Диагонали руяи пахлуии па­

раллелепипед, ки 8 см аст, бо хамвории асос кунчи 30°- 
ро ташкил мекунад. Хачми параллелепипедро ёбед.

339. Андозахои ПР 15 м, 50 м ва 36 м-анд. Тегаи куберо, ки бо 
ин параллелепипед баробарбузург аст, муайян намоед.
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340. Дар параллелепипеди рост тарафх,ои асос 2^2 см ва 5 
см буда, кунч;и 45°-ро ташкил медихднд. Диагонали 
хурди параллелепипед 7 см аст. Хачми онро ёбед.

341. Дар параллелепипеди рост тарафхои асос ба 13 см ва 
37 см, диагонали калони асос ба 40 см баробар аст. 
Тегаи пахлуй ба диагонали калони параллелепипед 
хамчун 15:17 нисбат дорад. Хачми ин параллелепипед- 
ро ёбед.

Масъалах,о барои такрор

342. Гипотенузаи секунчаи росткунча 12 см аст. Берун аз 
хамвории секунча нуктае гирифта шудааст, ки он аз 
хар се куллаи секунча дар масофаи 10 см вокеъ ме­
бошад. Масофаи байни ин нукта ва хамвории секунча- 
ро муайян кунед.

343. Кунчхои секунча хамчун 3 :7 :8  нисбат доранд. Кунчи 
калонтарини секунчаро ёбед.

31. Ха^ми призма

Теоремаи 34. Х,ачми призмаи рост ба хосили зарби 
масохдти асос бар баландиаш баробар аст.

Исбот. Дар аввал исботро барои призмаи рост, ки 
асосаш секунчаи росткунча мебошад, меорем. Барои ин 

^  призмаи АВСА\В\С\-ро, ки дар он
/.А  -  90° аст, то параллелепипеди 
росткунча хосил шудан пурра ме­
кунем (расми 123). Мувофики хуло- 
саи 1 -и пункти 30 хачми параллеле­
пипеди хосилшуда ба хосили зарби 
масохати асос бар баландй баро­
бар аст, яъне ба 2SABC • Н, ки дар ин 
чо SABC - масохати секунчаи A B C  ва 
Н  -  баландии призма мебошанд. 

Расми 123 Хамвории С\СВ  параллелепипедро

158



ба ду призмаи рост чудо мекунад, ки якеи онхо призмаи 
додашуда аст. Ин призмаро ба хамдигар баробаранд, чун­
ки асосхо ва баландии баробарро доранд. Пас, хачми приз­
маи додашуда ба нисфи хачми параллелепипед баробар

аст. Хамин тарик, V -  ^-(2SABC • Я) = SABC • Н . Яъне, теорема

барои чунин призма исбот шуд.
Бигузор акнун призмаи додашуда рост буда, асосаш 

секунчаи дилхох аст. Дар асос баландиеро мегузаронем, ки 
вай секунчаи асосро ба ду секунча чудо мекунад. (Дар хар 
гуна секунча чунин баландй хает!) Сонй, аз руйи ин ба- 
ландй ва тегаи пахлуии ба он перпендикуляр буда хамворй 
мегузаронем (шабехи хамвории С\СВ, ки дар боло дойр ба 
он сухан ронда будем). Ин хамворй призмаро ба ду приз­
маи рости асосаш секунчахои росткунча ва дорой баландии 
якхела чудо менамояд. Мувофики хосияти аддитивии хачм 
хачми призма ба хосили чамъи хачми ин ду призма баро­
бар аст. Яъне ба хосили зарби асос бар баландиаш.

Дурустии теорема барои призмаи рости дилхох аз он 
бармеояд, ки хар гуна призмаи ростро ба якчанд призмаи 
рости секунча чудо кардан мумкин аст. Инчунин аз хосияти 
аддитивии хачм хам.

Эзох,. Тасдики теорема на ин ки барои призмаи рост, 
балки барои хар гуна призма дуруст аст. Яъне, уачми %ар 
гуна призма (аз он чумла, призмаи моил хам) ба уосили 
зарби масохати асос бар баландиаш баробар аст.

Масъалаи 1. Дар призмаи рости АВСА\В\С\ АВ=Ъ [5см, 
ВС -  4л/1Гсм, АА, = 10 см ва ZA B C  = 90° аст. Хдмвории аз 
руи тегаи ВВ, мегузаштагй ба руяи А СС\А\ перпендикуляр 
аст (расми 124). Хачми худи призма ва хачми призмахои 
ABDA\B\D\ ва BDCB\D  iCi-ро меёбем.

Хал.

= S*BC-AA, = l2 A B B C A A t = l- - 2  5 • 4 /5 ■ 10 = 200 o ft

Барои ёфтани хачми призмаи ABDA\B\D\ масохати 
асоси он -  масохати секунчаи AD B -ро меёбем. Мувофики 
теоремаи Пифагор, аз секунчаи росткунчаи ABC:
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AC2 = АВ2 + ВС2 = (2л/5)2 + (4л/5)2 = 20 + 80 = 100, А С =  10 см.
Баъд, BD баландии ABC аст, бино­
бар ин аз руи вобастагии Укдидус 
AB2= A D A C .  Яъне, (2 5)2 =Л£>-10. 
Аз ин чо AD - 2  см, D C  -  A C - A D  = 
= 1 0 - 2  = 8 см. Боз мувофики вобас­
тагии Уклидус BD2 = AD ■ DC,  
BD2 = 2 • 8 = 16, BD = 4  см ва

V  -  S’ ■ АА -v ABDA.B.D, J ABC ^  —

1

1
AD ■ BD ■ AA =

= • 2-4-10 = 40 см3. Мувофики xo-
Расми 124 2

сияти аддитивии хачм
B̂DCB,DtCt = ÂBCA,B,C, ~  ÂBDAlB,Dl =200 — 40 = 160 CM3.

Масъалаи 2. Асоси призмаи моил ромбест, ки диагонал- 
хояш 5 см ва 6 см мебошанд. Баландии ин призма 10 см аст. 
Х,ачмашро меёбем.

Хал. Мувофики эзох хачми призмаи мазкур ба хосили 
зарби масохати ромб бар баландй баробар аст. Масохати 
ромб бошад нисфи хосили зарби диагоналхояш аст, яъне

S = d]d 2 = 1 .5-6 = 15 см2. Пас, V = S  H =  15- 10= 150см3.
2 2

1. Тасдик дойр ба хачми призмаи рости асосаш секунчаи 
росткунча хулосаи кадом теорема аст? 2. Чаро акаллан яке 
аз баландихои секунча онро ба ду секунча чудо менамояд, 
яъне тарафи мукобилро мебурад? 3. Теоремаро баён намуда, 
онро хангоми секунча будани асоси призма исбот кунед.

344. Диагонали призмаи чоркунчаи мунтазам 3,5 м буда, 
диагонали руяи пахлуй 2,5 м аст. Хдчми призмаро 
хисоб кунед.

345. Хдчми призмаи л-кунчаи мунтазамро, ки хар як тегаи 
он а аст хисоб кунед, агар: а) п = 3; б) п -  4; в) п = 6 
бошад.
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346. Баландии призмаи рости секунча 5 м, хдчмаш 24 м3 
аст. Масохати руяхои пахлуии он хдмчун 17 : 17 : 16 
нисбат доранд. Тарафхои асосро ёбед.

347. Масохати асоси призмаи рости секунча 4 см2 буда, 
масохати руяхои пахлуиаш 9 см2, 10 см2 ва 17 см2 
мебошад. Хдчмашро муайян кунед.

348. Дар призмаи секунчаи моил тарафхои асос 5 м, 6 м, ва 9 
м-анд. Тегаи пахлуй 10 м буда, бо хамвории асос кунчи 
45°-ро ташкил медихад. Хачми призма ёфта шавад.

349. Тегахои пахлуии призмаи секунчаи моил ба 15 м 
баробаранд. Масофаи байни онхо 26 м, 25 м ва 17 м 
аст. Хачми призмаро ёбед.

Масъала*о барои такрор

350. Дар призмаи секунчаи рост тарафхои асос 3 м, 4 м ва
5 м буда, баландй 6 м аст. Масохати сатхи пурраи 
призмаро ёбед.

351. Асосхои трапетсияи баробарпахлу 6 см ва 10 см ме­
бошанд. Диагоналаш 10 см аст. Масохати трапетсияро 
ёбед.

32. Хачми пирамида

Теоремаи 35. Хачми пирамида ба хосили зарби масохати 
асос бар сеяки баландй баробар аст.
С1 В-j Исбот. Бигзор пирамидаи додашудаи

~Л SABC  секунча аст. Онро бо хамон асос ва 
\ ч  /  хамон баландй, ки пирамида дорад, то

4vXS призмаи секунча хосил кардан пурра мена- 
/  \ \  моем (расми 125). Дар натича призмаи 

/  ч\  секунчаи CABC\SB\, ки асосаш секунчаи
-----------/В ABC  аст, хосил мекунем. Ин призма аз се

\  /  пирамидаи секунчаи SABC, SC \C B , SC\B\B  
иборат аст. С\В -  диагонали руяи ВСС\В\ 
буда, ин руяро ба ду секунчаи баробари

Расми 125
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С\СВ  ва С\В\В  чудо менамояд. Инчунин баландиашон, ки 
аз куллаи 5 фуроварда шудааст, умумй мебошад. Пас, ин 
ду пирамида хачми якхеларо доранд (ниг. ба банди 29).

Асосхои пирамидахои якум ва сеюм -  секунчахои ABC  
ва SB\C\ хамчун асосхои призма ба хамдигар баробаранд. 
Баландии ин пирамидахо низ баробаранд. Барои хамин 
онхо низ хачми баробарро доранд. Хамин тарик, хар се 
пирамида дорой хачми баробаранд ва хосили чамъи 
хачмхои онхо ба хачми призмаи секунча баробар аст. Пас 
агар баландии призмаро бо Н  ишорат кунем, он гох

З У SABC =  ^CABQSB, =  S A B C  '  Н  ® ^ SABC =  ^  ^ Л В С  '  ^  •

Дурустии теорема барои пирамидаи секунча нишон дода 
шудааст.

Исботи теорема барои пирамидаи дилхох аз имконияти 
ба пирамидахои секунча чудо кардани он ва истифодаи 
хосияти аддитивии хачм хосил карда мешавад.

Масъалаи 1. Хдчми пирамидаи асосаш квадратро, ки 
баландиаш 9 см ва тегаи асосаш 8 см аст, меёбем.

Хал. Асоси пирамида квадрат буда, масохаташ 82 = 64 
см2 аст. Пас мувофики теорема хачми пирамида

V = — • SH = -  • 64 • 9 = 64 • 3 = 192 см3 мебошад.
3 3

Масъалаи 2. Хачми тетраэдри мутлако мунтазам ва 
пирамидаи мунтазами чоркунчаро, ки тегаашон ба а 
баробар аст, меёбем.

Хал. 1) Масохати асоси тетра- 
1! уч  а эдри мутлако мунтазам (расми

| W  126,а) ба 5 =  sin60°= 3 а 2
\  --------------\ /  2  4и \ /  баробар аст. Баландиашро ме-

а ёбем. Баландй аз маркази асос
а) а) мегузарад, ки он маркази давраи

Расми 126 берункашида буда, аз куллаи асос

дар масофаи а чойгир аст. Пас дар асоси теоремаи
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Пифагор (расми 127) Я 2 = а 2 - (  ° - ) 2 = ^ о 2, яъне Н  = .
лЗ 3 л/3

Барои хамин хачми чунин тетраэдр
„  l w  1 3 2 -,2 2я3 к = = а ■ а =

3 3 4 -л/3 12
2) Мулохизахои дар кисми 1) бударо 

барои пирамидаи мунтазами чоркунча
такрор карда меёбем, ки S = а 2,

2

я2=а2-( и )2=ы , н = аа
2

= — 2 а  г  
3 3 л/2 3 - 2 - V 2

л /2 а 3

Масъалаи 3. Х,ачми октаэдро, ки тегааш 9 см аст, ме­
ёбем.

Хал. Октаэдр дар натичаи аз руйи асос болои хамдигар 
гузоштани ду пирамидаи мунтазами чоркунчаи хамаи тега- 

хояш ба хамдигар баробар хосил ме­
шавад (расми 128). Пас агар тегаи окта­
эдр ба а баробар бошад, он гох муво­
фики хосияти аддитивии хачм ва нати­
чаи масъалаи 2 хачми октаэдр ба
г/ п 2 а 3 2 а 3V — 2- = баробар аст. Бо

6 3
назардошти а = 9 см хосил мекунем

2
V =  -93 =243 2 см3.

1. Дар исботи теорема дойр ба хачми пирамида аз баробар- 
бузургии чй гуна пирамидахо истифода карда шудааст?
2. Аввал теоремаро барои пирамидаи дилхох баён карда, 
баъд онро барои пирамидаи секунча исбот кунед. 3. Хдчми
тетраэдри мутлако мунтазам, пирамидаи квадратии мун­
тазам ва октаэдр бо воситаи тегаашон чй тавр ифода карда 
мешавад?
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352. Хдчми пирамидам квадратиро ёбед, агар баландии он
7 см ва тегаи асосаш 6 см бошад.

353. Дар пирамидаи чоркунчаи мунтазам баландй 3 м, те­
гаи пахлуй 5 м аст. Хдчмашро ёбед.

354. Масохати сатхи пурраи тетраэдри мутлако мунтазам 
ба S  баробар аст. Хдчмашро ёбед.

355. Яке аз иншооти азимчусаи дунёи кадим -  пирамидаи 
Хеопс дар Миср шакли пирамидаи чоркунчаи мунта- 
замро дорад, ки баландиаш 150 м ва тегаи пахлуиаш 
220 м аст. Х,ачми пирамидаи Хеопсро ёбед.

356. Асоси пирамида росткунчаи тарафхояш 9 м ва 12 м 
буда, хар як тегаи пахлуиаш ба 12,5 м баробар аст. 
Хачми пирамидаро ёбед.

357. Яке аз тегахои пирамидаи секунча 4 см ва хар як тегаи 
дигараш 3 см аст. Хачми пирамидаро ёбед.

358. ABCDAxBlClD i кубест, ки тегааш 2 см мебошад. Хдчми 
пирамидаи ACBXDX -ро ёбед.

Масъалах,о барои такрор

359. Масохати сатхи пахлуии пирамидаи Хеопсро ёбед 
(ниг. ба масъалаи 355).

360. Масохати доираи дарункашидаи шашкунчаи мунта- 
зами дарозии тарафаш 4 см бударо хисоб кунед.
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ЧАВОБ ВА НИШОНДОД БА ХАЛЛИ МАСЪАЛАХО
5. Хати рост дар хамин хдмворй чойгир аст. 6. Хамворихо аз руи 
хати рости аз хамин нукта мегузаштагй бурида мешаванд. 7. На, 
танхо кисми хамворй. 8. Ба ду кием. 9. Ба 4 ва 6 киемхо. 10. Ду 
хал дорад: 1,2м ва 7,6м. 12. 5см. 13. ЗОсл*. 25. Чунин хамворихо 
чортоанд. 36. На. 39. Кунчхои тези секунча ба 30° ва 60°

С С 3баробаранд, бинобар ин катетхо ва мебошанд. 40. а) Ду
2 2

баландии секунча (ё давоми онхо) хамдигарро мебуранд, вагарна 
ду тарафи секунча параллел мебуд, ки ин номумкин аст; б) Дуто 
медиана бо тарафи мувофик кунчхое ташкил мекунанд, ки 
хосили чамъашон аз 180° хурд аст, пас, онхо хамдигарро 
мебуранд ва дар айни хол дар дохили секунча; в) Дар дохили
секунча хатман бурида мешаванд. 49.  ̂а2 • 50.  ̂а ва  ̂а2 ■

8 2 16
51. На. 52. 2-у 5 6 см. 53. Ха- 55. Мумкин нест. 56. Мумкин аст.

67.a= I 2Ssi"a  ~ ь= Е Щ ~ с .  / Й Щ М . ш т р и и
\  sin/?sin(a+/?j у sinorsin(a4-/?) \  sinarsin/? 

чо аДс-тарафхои секунча, ки ба кунчхои он а, [3, я -  (а + (3)

мукобиланд. 70. На. 73. ^-|а-б|. 74. 1) 25см; 2) С^\+—j .  76. Ба

исботи леммаи пункти 12 ниг. 77. 2) а+с-Ь. 78. Дар ду руя -  
АА,ВВI ва AA,DD,. 79. Бехад бисёр, агар нукта бо хати рости а  
таалук надошта бошад; ягонто хам не, агар нукта ба а  тааллук

дошта бошад. 80. 60° ва 120°. 81. 4м ва 6м. 82. ^--arcsin  ̂ .
4

Ъс
87. 1) 3,75см; 2) ------. 88. Хати рост ва хамвории асос параллел

а + с
мебошанд. 89. Дар холати ба CD параллел будани АВ. 94. Аз руи 
ду хати рости параллел ё хамдигарро мебуридагй хамворй 
гузаронидан мумкин аст. 95. Тасдики масъалаи 75-ро истифода 
баред. 96. ZB = 45°. Аз монандии секунчахои ABC ва ACD 
бармеояд, ки АВ = л[2АС аст. Баъд теоремаи синусхоро исти-

- 3 — 1фода кардан лозим аст. 97. arctg----- • 102. А В В ,А ,- параллело­

грамм, бинобар ин А ,В/ = АВ = 4см. 104. Аз халли масъалаи 3-и 
кисми назариявии пункт ва теоремаи 9 истифода кунед.
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105. 1) 10см; 2) 25см. 106. Исбот кунед, ки хатхои рости АС  ва
B,D, чиликй мебошанд. 109. Нуктахои буриши х,амвории РЛХ-ро 
бо руяхо созед ва исбот кунед, ки хамворй аз руи миёначои 
руяхо мегузарад. 110. Теоремаи 5-ро истифода кунед. 113. Ба 
секунчаи ABD ду карат теоремаи 
синусхоро татбик намуда кунчи а, 
ва тарафи с-ро ёбед (расми 129).
Баъд аз руи теоремаи коси-нусхо аз 
секунчаи ACD -  тарафи Ь-ро. Дар 
охир, ба секунчаи ABC теоремаи Лт 
синусхоро татбик намуда у-ро р 7_0
ёфтан мумкин аст. 114. а) На; б) ха;
в) на; г) на. 118. Исбот кунед, ки АВ ба хамвории MAC

$
перпендикуляр аст. 120. 5см. Барои хал формулаи г = — ро

Р
истифода кунед, ки дар ин чо р -  ним-периметр, S' - масохати

, а + Ь
секунча мебошад. 121. 200см . 126. 0,36л*. 128. 1) 4м; 2) .

129. . 130. 9м. 131. а 2 -   ̂ . 132. 41сл* ва 15сл*. 133. 4см ва
2 V 2

8см. 134. 2 м. 135. 5м, Ъм ва Ъм. 136. 6,5л*. 137. 1) а; 2) =  .
V2

2
138. 4 см. 139. Теоремаи косинусхоро истифода кунед. 140. 2,5м.

141. 2м. 142. л/2Ь2 -  а 2 . 143. 6м. 144. 14м. 145. j a2 ~ а 2 • 146. На.

147. г = —С +—С—+ , агар S < °  бошад. Барои ёфтани хал
2 4

формулахои р = с + г, S = рг, ки дар ин чо р -  нимпериметри се­

кунча аст, истифода кунед. 148. arctg . 150. 1,3л*.
45

152. 1) с?+Ь2+с2 . 153. а 2 +Ь 2 . 154. 1,7л*. 155. 0,4сл*.
156. ct +С2 — . 157. 38,88сл<2. 158. Теоремахои косинусхо ва 
синусхоро истифода кунед. 160. 1) 45°; 2) 90°; 3) 60°. 161. 1) 2h;

С,, 2 h  ̂ За а
2) 2/г; 3) . 162. а в .  163. 1) ; 2) 164. 30°.

3 2 2
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. л/3 . ' 2  . 1
165. arcsm—j = . 166. <p{ = arcsin -, (р2 - ( р ъ -  arcsin

2V2 \ 3 л 6

167. a 2 . 168. 3a. 169. 10см ва 6см. 172. \Ъм. 173. 2a. 174. arccos 1
7

175. 30°. 176. 3,36м. 178. arctg . 179. arctg(2tg(p) .  182. 2,5лг2.

183. 23см ва \1см. 184. 60°. 185. Шарти масъала ва теоремаи 
косинусхоро истифода карда, исбот кунед, ки дар секунча хар се 
кунч баробаранд. 187. 1)/; 2)С; 3) D; 4) B;C;E;F; 5)C,D; 6)A,D,F,
190. Л,(2;0;0), ЛД0;3;1), Л(0;0;1), Аху(2;3;0), Ахг(2;0;1), ^ ,г(0;3;1)

191. 41. 192. М(-3,5;-1,5). 193. \  194. 1) 30; 2) v'53

195. (0;-8,5;0). 196. В. 197. А. 198. 1) 3,1, 2; 2) 10, л/13, 5; 3) 14 
199. ,11, , 38 , л/73. 200. Х,а. 201. М(1,5;-2;-2). 202. На

203. Ха. 204. D( 1;5;-7). 205. 7, 10 , 142 . 206. Я(0;0;4). 209. 5м
2 2

210. Л(4;0;0), ЛД0;2;0), Аг(0;0;5), ^„(4;2;0), Лхг(4;0;5), ЛД0;2;5) 
215. (2; 1 ;4), (2;-1;-4), (-2;1;-4). 216. (2;-1;4), (-2;1;4), (-2;-1;-4) 
217. (-2;-1;-4). 219. х'=х+2, у - у + 7 .  220. (5;0;-8). 221. (-3;-9;2)

222. 1) На; 2) ха. 223. 1м, 2м, 2,5м. 224. 10см. 226. D
1 1
— ;0 

v6 3 ,
227. 1) (1;-3;5); 2) (4;9;-9). 228. 4 /3 . 229. л'21 . 230. D{-2;3;0)

г А . 3
231. х=±А. 232. 3. 235. (0;0;9). 236. (-2;4;-3). 237. ;-1 ;-2,4 

3 10

238. Векторхои АВ ва  АС ё АВ  ва ВС  бояд коллинеари бо-
— > (  1 2 лшанд. 242. 1) т --2 ,  п=-2,5;2) т-А, п = 6. 243. АВ = -  ;— ;-1

V 3 3 ,

244.
.л/п’л /п’ Vl7.

3
л/п ’ л /п ’л/п

245. 1 1
л/б ’ л/б ’ л/6

246. Хангоми «2=аз=0 будан. 247. д/l 1,6. 248. На. 249. На.
250. Дар тирхои Оу, Ох ва Oz. 251. 2 5а. 252. 1) —3 3 ; 2)

11-3  3;  3) 1 1 - 6  3; 4) 1 0 - 9  3 . 253 .  20.254. 4.255. 1) т = 1 ;
3
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2) т=2. 256. с—1. 257. а=1. 258, 

261. 4. 262. Л = -14. 264.

266 1
•Л Г л /г Г  V2T,

ва

260. (2;2;-1). 

265. 15см. 

267. х - х - 5 ,
л/21 ’ -Л Г -Л Т ,

/  = >> + 5, z' = z + 4. 271. На. 272. На. 273. 1,17 см. 274. 15 м.
276. 5. Ин призма 6 кулла, 9 тега ва 3 тегаи пахлуй дорад. Вай 
секунча аст. 277. а) 14 кулла, 9 руя, 21 тега; б) 20 кулла, 21 руя, 30 
тега; в) 2п кулла, п + 2 руя, Зя тега. 278. 11-кунча. 279. а) На, чун­
ки муодилаи 2л =13 хдлли бутун надорад; б) хд, 5-кунча; в) хд, 
21-кунча. 280. а) 0; б) 4; в) 10; г) п(п -  3). 281. На. 282. 6 м. 283. 2
м. 284. 4 м. 285. 32(1 + 2 Л ) см2. 286. 7,5 см. 287. 66 м2. 288. 52 
руя, 150 тега. 289. 16 см. 291. Х,а. 292. 188 м2. 293. 12 м3. 294. 12
см. 295. а) 31; б) 13. 296. 7л/3 м. 297. а) 90°; б) 45°. 298. 7 м2.
299. 94 м2. 300. 70 м2. 301. 10 м. 302. 2 м. 303. 6 м, 14 см, 16 см, 14 
см, 16 см. 304. 29 см. 305. 84 м2. 306. 40 см2. 307. 3 см. 308. 12 см.
309.5 см ва 6 см. 310. 3 см. 311.9 см. 312.5 см. 313. д/265,5 см.
314. -\/б9 см. 315. д/l 15,75 см. 316. 90°. 317. 5 см. 318. Масъала ду

1
АН + S —2Нчавоб дорад: ^  ва 3. 319. 1,8 м ва 4 м. 320. U

321. 16 см ва 6 см ё 12 см ва 8 см. 322. 18 см. 323. 36а/3 см2
324. 52 руя ва 150 тега. 325. 7 см2. 326. 50 кулла ва 50 руя. 327. 70°

328. arccos-. 330. 2л/3 d 2. 331. Ve 332.
з ' V3 '

333. 17 см ва 16 см. 334. 432 см2. 335. 20 см. 336. а) 1980; б) 300
337. 27 см3. 338. 192 см3. 339. 30 м. 340. 60 см3. 341. 36 см3

л/3
342. 8 см. 343. 80°. 344. 3 м3. 345. а) — а3; б) а3; в) 1,15л/з а3

4
346. 3,4 м; 3,4 м; 3,2 м. 347. 12 смз. 348. 100 м*. 349. 3060 м3

350. 84 м2. 351. 48 см2. 352. 84 см3. 353. 32 м3. 354. - ^ 2 S - S
36

О

355. 2,6 • 106 м3. 356. 360 м3. 357. л/ГТ см3. 358. -  см3. 359. 85 ■ 103
3

м2. 360. 16я м2
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