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БОБИ I 
Дараља ва функсияи дараљагї. Муодилањои ирратсионалї 
§1. Дараљаи нишондињандааш ратсионалї.
§2. Муодилањои ирратсионалї

§1. Дараљаи нишондињандааш ратсионалї.
1. Таъриф ва хосиятњои дараља.

1. Таъриф ва хосиятњои дараљаи нишондињандааш натуралї.
Таъриф. Њосили зарби якчанд зарбшавандањои байни худ баробар

дараља номида мешаванд: n

маротибаn
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43421 ...
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⎛−⋅⎟
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⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− Дар ифодаи аn адади а 

асос, п нишондињандаи дараља ном дорад. Дараљаи якуми адади а худи 

адади а мебошад. Ин дараљаро чунин менависанд: а1 ва азбаски ин
ифода ба а баробар аст, пас, нишондињандаро партофта фаќат а 
менависанд. 

Дараљаи нишондињандааш натуралї ба якчанд хосиятњои муњим 
молик аст, ки онњоро меомўзем. 

10. Дараљаи љуфти адади мусбат ё ки манфї адади мусбат буда, 
дараљаи тоќи адади манфї адади манфї аст: 

(±a)2n = a2n (a > 0), (±a)2n+1 = ±a2n+1(a > 0). дар ин љо 2n
навишти умумии адади љуфт буда, 2n +1 навишти умумии адади тоќ
мебошад. 

Мисол: .32)2(;81)3( 54 −=−=−
Эзоњ. Чунин ду ифодаро аз њамдигар фарќ кардан лозим аст: 

(−а)п ва − а п ; дар ифодаи дуюм бошад, n ба худи дараља тааллуќ дорад.
20. Дар ваќти зарб кардани дараљањои асосашон якхела нишонди-
њандањои дараљањо љамъ њангоми таќсимашон бошад, нишондињандањо
тарњ карда мешавад: am ⋅ an = am+n ; am : an = am−n ;

Масалан, ;32222 532 ==⋅   ;81)3()3()3( 43 =−=−⋅−
;333:3 2108108 −− ==   358 )()(:)( yxyxyx +=++
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Мо њосили зарб ва таќсими ду дараљаро нишон додем. Хосияти 
овардашуда барои миќдори дилхоњи дараљањои асосњояшон якхела њам 

дуруст аст, масалан, .lknmlknm aaaaa +++=⋅⋅⋅
30. Дар ваќти ба дараља бардоштани њосили зарб њар як

зарбшавандаро ба ин дараља бардошта, баъд натиљањоро ба њамдигар 

зарб кардан лозим аст: .)( nnnn cbaabc ⋅⋅=
Эзоњ. Баъзан баробарии охиронро аз баръаксаш иљро кардан 

ќулай аст. Масалан, агар бузургии 333 2258 ⋅⋅=М  - ро њисоб кардан
лозим бошад, онро ба таври  

00000064)1004(400)2258( 333 =⋅==⋅⋅=М
навишта њисоб кардан осон аст, назар ба оне, ки њар яке аз ададњои 8, 
25 ва 2 – ро ба куб бардошта, баъдан натиљаи онњоро ба њам зарб 
кунем. 

40. Барои ба дараља бардоштани каср сурат ва махраљро алоњида-
алоњида ба ин дараља бардошта, баъд натиљаи якумро ба дуюм таќсим 

кардан лозим аст: .n

nn
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⎠
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=⎟
⎠
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 мешавад. 

50. Барои ба дараља бардоштани дараља нишондињандањои

дараљањоро ба њам зарб мекунем: ( ) .nmmn aa =

Масалан, ( ) ;6422 623 == ;
1024

1
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1
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1 1025
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⎠
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⎛−=
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⎠
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⎜
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⎛−

43 2 2 4 4 8
4 2 12 6

3 3 4 12

1 1 3 ( 3 ) 81; .
2 8 2 (2 ) 16

xy xy x ya b a b
z z z

⎛ ⎞ −⎛ ⎞− = − − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Татбиќи хосиятњои номбаршударо месанљем. 
Квадрати бисёраъзогї ба суммаи квадратњои њамаи аъзоњои он, 

плюс њосили зарби дучандаи њар як аъзо бар њамаи аъзоњои пасоянд, 
баробар аст; 

Масалан, ++++=+++ 22222)( dcbadcba
.222222 cdbdbcadacab ++++++

Мисолњо: 



( ) ( ) ( ) ( )

.4613494
612492
2322323)1

3322443

32222422

2222222222

xyxyxyxxy
xyxyxyxyx
yxxyyxxyyx

++++=+

+++++

+⋅⋅+++=++

.2416128641694
)4(32)4)(2(23)2(2)4(2

32)2(21694)432)(2

2222

22222

cdbdbcadacabdcba
dcdbcbda

cabadcbadcba

−+−−+−+++=

=−⋅+−−⋅+⋅−⋅+−
+⋅+−++++=−+−

1. Масоњати квадрате, ки тарафњояш ба 5 см; 10 см; 100 м; баробаранд,
њисоб кунед. 

2. Формулањои ;2)( 222 bababa ++=+  222 2)( bababa +−=−  ва

))((22 bababa +−=−  - ро татбиќ намуда, ќимати ифодањои
зеринро њисоб кунед: 

.4684;2347;42;51;31 2222222 −−
3. Амалњоро иљро кунед:

( ) ;2)2;23)1 1111 +−+− ⋅
nnnn xxx

( ) ( )
15)31281(

922735)4;1,0:32)3 154

48
29212

⋅⋅−
⋅+⋅

+− −++− xxxx aaaa

Машќњо барои такрор 
4. Агар п – адади бутун бошад, ифодањои алгебравии ;2п  12 +п  чї

гуна ададњоро ифода мекунанд? 
5. Айниятњоро исбот кунед:
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6. Ба зарбкунандањо људо кунед:

1) m4 + m3 + m +1; 2) n4 + n3 − n −1; 3) (x + y)3 − (x − y)3;
4) (x + y)4 − (x − y)4 5) a2 − a −12; 6) m2 + 3m −10; 7)2x2 +10x +12.

5

1. Таърифи дараљаро дињед.
2. Хосиятњои дараљаи нишондињандааш натуралиро номбар кунед.
3. Дараљаи якаъзогии 1) ;2 32 xyx  2) ;2 43 yx−  3) 3228,0 cyx  ба
чанд баробаранд?

? 

+

⋅3        + 2 ⋅ 2y ⋅ xy =    х4 +

у

у
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2. Дараљаи нишондињандааш нул ва адади бутуни манфї
Таърифи 1. Њар як адади њаќиќии а – и нишондињандааш нул ба 

воњид баробар мебошад: 

Аз таъриф маълум мешавад: 70 =1;  (2 − 3)0 =1;  (−0,4)0 =1.
Ифодаи 00 маъно надорад. 
Таърифи 2. Дараљаи адади њаќиќии a – и нишондињандааш адади 

бутуни манфї касреро ифода мекунад, ки сураташ ба 1 баробар буда, 
махраљаш дараљаест, ки асосаш чун аввала буда, аломати 

нишондињандааш баръакс мебошад: ).0(1
≠=− a

a
a n

n

Мисол: ;25,2
4
9
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2;01,010 2

2
2 ==
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⎠
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⎠
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−
−

Баръакс, њар гуна касри дурусти сураташ ба 1 баробарро ба 
намуди дараљаи нишондињандааш манфї навиштан мумкин аст: 

.2
2
1

8
1;3

3
1 3

3
1 −− ===

Зарби дараљањо ( )0≠a

.;111)1 )(00 nnn
nn

n aaa
aa

aa −−+−− ===⋅=⋅

.

;111)2

)()(

)(

mnmnmnmn

mn
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mn
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+−−−−+−−−
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==⋅=⋅

.,1)3 )( nmnmnmnm
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n
mnm aaaaa

a
a

a
aaa −−+−−− ==⋅==⋅=⋅

Чї тавре, ки аз мисолњои овардашуда маълум мегардад, дар њама 
мавридњо њангоми зарби дараљањои асосаш якхела нишондињандаи 
дараљањо љамъ карда мешаванд. 

Таќсими дараљањо 

;:;1;1:)1 0000 nnn
n

n aaaa
a

aaa −−− ====  

;:;1:1:)2 )(000 nnnn
n

n aaaaa
a

aa ==== −−−−
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.:

;1:1:)3

)( nmmnmnmn
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a
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Аз ин мисолњо маълум мешавад, ки дар ваќти таќсими дараљањои 
асосњояшон якхела нишондињандањои онњо тарњ карда мешаванд. 

Ба дараља бардоштани дараља. 

;1)(;11)()1 0000 ===== ⋅ aaaa nnnn
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⎠
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⎠
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−−−−

−

−−

−−−−

7. а) Ифодањоро њисоб кунед:

1) ;3 2−  2) ;
2
1 3−
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⎛− 3) ;

5
2

 4) ;45 82 ⋅−  5) ( ) ;3 42 −

6) ;
5
1

32

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

7) [ ] ;
11

)2()1(
2

0
1

+−

+−
−−

−

−

a
a

aaaa

8) ( )( );3232 −−− −+ axax  9) ( ) .2 2223
22

2112
−

−−

−−−−

+−+
+ babaa
ba

baba

б) Ифодањоро содда намоед: 1) ;25,04 25123 −−−− ⋅ cabcba  2)

;
4
6

481

875

zxa
zxa
−−−

−

3) ( ) ;23 21 −−−⋅− xam n  4) ( ) ( );2:4 242 abba −− −−  5)

( ) ;1 22 −− +x 6) ( ) .2:5,02625,08 321222 −+−− −⋅+⋅ xxxx

1. Таърифи нишондињандааш нулро дињед.
2. Таърифи дараљаи адади бутуни манфиро дињед.
3. Ќоидаи зарби дараљањо, таќсими дараљањо ва ба дараља
бардоштани дараљаро номбар кунед.

? 
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Машќњо барои такрор 
8. а) Амалњоро иљро кунед:

1) ;
3
2

2
1

3
27

2
13 −+−  2) ;

3
24

5
17

3
2

5
17 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−  3) 

.
4
1

2
1

5
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

б) Њисоб кунед: 1) ( )25 а−  агар 5≤a  бошад; 2) ( )25 а−

агар 5>a  бошад; 3) ( )258 а−  агар 5≥a  бошад.

в) Муодиларо њал кунед: ( ) .32 2
1

1
3

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

xx
x

3. Решаи дараљаи п – ум ва хосиятњои он
Аз курси арифметика маълум аст, ки амали љамъ ва тарњ амалњои 

байни њамдигар баръакс мебошанд, яъне: 
abba =−+ )(  ё ки тартиби иљрои амалњоро таѓйир дињем

abba =+− )(  мешавад.
Монанди њамин амали зарб ва таќсим низ амалњои байни 

якдигар чаппа номида мешаванд, зеро ,:)( abba =⋅  ( ),0≠b
abba =⋅):(  мебошад.

Амали чапаи бадараљабардорї азрешабарорї номида мешавад. 
Бо ёрии ин амал аз рўи дараља ва нишондињандаи додашуда асоси 
дараљаро меёбанд, масалан, агар: 

1) 273 =a  бошад, он гоњ ;3273 ==a
2) 325 −=b  бошад, он гоњ ;2325 −=−=b  мешавад. Амали аз

решабарорї бо рамзи  (аломати реша ё радикал) ишора карда 

мешавад. Ѓайр аз он дар болои аломат нишондињандаи реша навишта 
мешавад. Дар мавриди квадратї будани реша нишондињандаи реша 2 
навишта намешавад. 

Таърифи 1. Решаи дараљаи п – ум аз ададаи а гуфта чунин ададеро 
меноманд, ки дараљаи п – уми он ба а баробар аст. 

Аз ин таъриф натиља мебарорем, ки агар bап =  бошад, он гоњ

abn =  аст, яъне ( ) aa
nn =  мебошад.



9

Масалан, 283 −=−  чунки 8)2( 3 −=−  ва 3814 =  аст, чунки

8134 =  мебошад.
Адади -3 њам решаи дараљаи чорум аз адади 81 мебошад, чунки 

,81)3( 4 =−  пас 3814 ±=  аст.
Мувофиќи таъриф решаи дараљаи п – ум аз адади а ин њалли 

муодилаи xn = a мебошад. Миќдори решањои ин муодила аз п ва а 
вобастаанд. 

I. Решаи нишондињандааш љуфт ду адади ќимати њаќиќии 
байни якдигар муќобилро дорад: 

,749 ±=  чунки ;49)7( 2 =±  ,3814 ±=  чунки .81)3( 4 =±
II. Адади тањти реша кадом аломате, ки дошта бошад, решаи

нишондињандааш тоќ низ њамон аломатро дорад; 

,4643 =  чунки ;6443 =  ,5325 −=−  чунки .32)2( 5 −=−
III. Решаи нишондињандааш љуфт аз адади манфї адади њаќиќї

нест; 

Масалан, 9−  ба +3 ва  -3 баробар нест, чунки 9)3( 2 =±  аст.
          Гуфтањои болоро љамъбаст карда ба хулосаи зерин меоем: 
      – аз адади мусбат як решаи дараљаи тоќ вуљуд дорад. Ин реша 
мусбат аст. 

аз адади мусбат ду решаи дараљаи љуфт вуљуд дорад. ин решањо аз 
рўи бузургии мутлаќашон баробар буда, аз рўи аломаташон муќобиланд. 
          – решаи дараљаи љуфт аз адади манфї вуљуд надорад. 
          – якто решаи дараљаи тоќ аз адади манфї мављуд аст. Ин 
реша манфї мебошад. 

Таърифи 2. Ќимати ѓайриманфии реша аз адади ѓайриманфї 
ќимати арифметикии реша ё решаи арифметкї номида мешавад. 

Решаи арифметикиро дар назар дошта чунин навиштан лозим 
аст: 

1) ;416 =  2) ;3814 =  3)
⎩
⎨
⎧

<
≥−

=−
,0,

,0,
)( 2

αα
αα

α
агар

агар

4) 2

, агар 0 бошад,
, агар 0 бошад,

0, агар 0 бошад.

x x
x х х

х

>⎧
⎪= − <⎨
⎪ =⎩

Ба тарзи дигар xx =2 мебошад. Аммо навишти xx =2

хатост, чунки њангоми ќиматњои манфии х мо бо решањои манфї 
(ѓайриарифметикї) дучор мешудем. 

,

аст.
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Мисолњо: 

2

4 , агар 4,
1) (4 ) 4 4, агар 4,

0, агар 4.

а а
а а a a

a

− <⎧
⎪− = − = − >⎨
⎪ =⎩

( ) .11)2 222 ++=++ xxxx
Дар ин маврид аломати модулро навиштан шарт нест, чунки 

барои њамаи ќиматњои x,  x2 + 4х +1 > 0 аст.

9. а) Њисоб кунед: .125;32;25;81 351004 −−−−
б) Дуруст будани баробариро санљед. 

.00;5125;11;11 103910 ==−=−=
в) Тарафи квадратеро ёбед, ки масоњаташ ба масоњати секунљаи 

тарафњояш 20 м ва 80 м буда, баробар аст. 
г) Теѓаи кубе, ки њаљмаш ба 125 см3, 8 м3, 16 дм3 баробар аст, ёфта 

шавад. 
д) Аз реша набароварда муайян кунед, ки кадоме аз ададњо калон 

аст: 

32  ва .23
е) Амалњоро иљро кунед: 

;344)1 8 324 aaaaa ⋅⋅⋅  .:)2 412 5 aa
ж) Кадоме аз ин ададњо калон аст: 

10 8

15 10

3
3

 ё .
3
3

9 2

4 9

з) Радикалњо ба намуди сода оварда шаванд: 

;
2

)1 22

4334

yxyx
yxyx

y
yx

+−
+− ;44

2
)2

223

a
abbaba

ba
a +−
−

.5,24108
16
18

8
11)3 33 ⋅+−

1. Таърифи решаи дараљаи п – умро дињед.
2. Таърифи решаи арифметикиро дињед.
3. Чаро решаи дараљааш љуфт аз адади манфї вуљуд
надорад?

4. Чаро решаи дараљаи тоќ аз адади манфї мављуд аст?
? 
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10. а) Њисоб кунед: ;
14
15

10
9

3
2)1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅ .

45
7

15
14

7
5)2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

б) Муодилањоро њал кунед: 1) ( ) ;32 2
1

1
3

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

xx
x

( ) ;1)2
5
6

3
4

5
6

2
1

3

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

x
x .)3

7
6

3 32
3
4

4 3

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

xx
x

x

11. Амалњоро иљро кунед:

( )[ ];912:
13

991
31

21)1 2
2

а
а

аа
а

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

.
1

2:
1

2
1

1
1
12)2 2

23

23 −
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

++
−

−
+

−
a

aaa
aaaа

а
а

12. Некрўз ва Далер 203 дона чормаѓзро байни худ бо тарзи зерин
таќсим карданд: чанд љуфте, ки Некрўз гирифа бошад, Далер низ
њамон ќадар панљтогї гирифт. Ба њар кадомашон чандтогї 
чормаѓз расидааст? 

4. Табдилдињии айниятии ифодањои дараља ва решадошта
Табдилдињии айниятии ифодањои дараља ва решадошта ба 

натиљањои зерин асос карда мешаванд, ки онњо бевосита аз таърифи 

решаи дараљааш ( )пп а а=  бармеоянд. 

а) Агар нишондињандаи реша ва нишондињандаи дараљаи адади 
тањти решагиро ба як адад зарб (таќсим) кунем, бузургии реша таѓйир 

намеёбад, яъне 
пр pп а а=  аст.

Масалан: 
б) Барои аз њосили зарб баровардани реша, аз њар зарбшаванда, 

ки нишондињандааш ба нишондињандаи реша як хел аст, алоњида реша 
бароварда, натиљањои њосилшударо бо якдигар зарб кардан лозим аст. 

.nnnп cbaabc ⋅⋅=

Масалан: ;301031031009900)1 22 =⋅=⋅=⋅=

;441141211612116)2 =⋅=⋅=⋅

.15352712527125)3 333 −=⋅−=⋅−=⋅−
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в) Барои ба якдигар зарб кардани решањои нишондињандаашон 
якхела, ифодањои тањти решањоро ба якдигар зарб карда, аз њосили 
зарб реша баровардан лозим аст. 

Масалан: ;10100502)1 ==⋅  .)2 3 33 23 аааа ==⋅  
г) Барои ба якдигар зарб кардани решањои нишондињандаашон 

гуногун аввал онњоро ба нишондињандаи умумї оварда, баъд чун 
решањои нишондињандаашон якхела ба якдигар зарб кардан лозим аст. 

Масалан, фарз мекунем, ки n a  ва m b  - ро ба якдигар зарб 

задан лозим бошад: .; nm nmam mn bbma ==  

Аз ин љо, nm nmmn nnm mmn bababa =⋅=⋅  аст. 
Масалан: 

66 76 436 236 26 33 33333939393 ==⋅=⋅=⋅=⋅  мебошад. 

Ба сифати нишондињандаи умумии решањои п а  ва т b  
хурдтарин каратнокии умумии ададњои п ва т – ро интихоб кардан 
бењтар аст. 

Масалан, агар ба якдигар зарб кардани 4 2  ва 6 32  лозим 
бошад, адади 12 – ро, ки хурдтарин каратнокии умумии ададњои 4 ва 6 
аст, чун нишондињандаи умумии ин решањо ќабул кардан ќулай 
мебошад: 

,22 12 34 =  .23232 12 1012 26 ==  

Бинобар ин 1212 1312 1012 364 22222322 ==⋅=⋅  мебошад. 
д) Барои аз каср (њосили таќсим) реша баровардан аз сурат ва 

махраљ бо њамон дараља алоњида реша бароварда, натиљаи якумро ба 

дуюм таќсим кардан мумкин аст: .
n

n
п

b
a

b
a
=  

Масалан, ;
7
6

49
36

49
36)1 ==  

3
11

3
4

27
64

23
64)2

3

3
3 −=−=

−
=−  

аст. 

Натиља. Айнияти 
n

n
п

b
a

b
a
=  - ро аз рост ба чап хонда, ќоидаи 

зерини таќсими решањои нишондињандањояшон якхеларо њосил 

мекунем: п
n

n

b
a

b
a
=  
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Барои таќсим кардани решањои нишондињандаашон якхела 
ифодањои решагиро бетаѓйир гузоштан кифоя аст. 

Масалан, .39
14
126

14
126

===  

Барои ба дараља бардоштани реша нишондињандаи решаро таѓйир 
надода адади тањти решаро ба њамон дараља бардоштан лозим аст: 

Масалан, ( ) ;41622)1 44
===   ( ) .333278199)2 3333 223 =⋅===  

Барои аз дараља баровардани реша, нишондињандаи дараљаи адади 
тањти решаро ба нишондињандаи реша (агар бутун таќсим шавад) 

таќсим кардан лозим аст: :n m n ma a=  

Масалан, ;3381)2;)1 234 81244 81224 bababaxx ===  

.2733)4;2555)3 34 1223 6 ====  

Барои аз реша баровардани реша, нишондињандаи ин решањоро ба 
якдигар зарб зада ифодаи тањти решагиро бетаѓйир гузоштан кифоя аст. 

Яъне ).0( >= aaa nmn m  

Масалан, .22)2;44)1 155 363 ==  

 
13. Амалњоро иљро кунед: (№:13-14) 

;54
2
1)1 ⋅⋅  )2 ;3 25 2 xx ⋅  ;112:8,4)3

ab
ab  

;)4 2
1

2
1

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ yxyx  ;1)5

1
2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
aaaa  

;)6 2
1

2
1

2
1

3
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ yxyx  ( ) ;2352)7

2
−  

;342
2
1)8

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  ( ) ;3122)9

2
−  ;2

4
318

3
2)10

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

1. Ќоидањои аз дараља баровардани реша, ба дараља бардоштани 
реша, аз реша баровардани решаро баён намоед. 

2. Решањои нишондињандањояшон гуногунро чи гуна зарб 
мекунанд? 

3. Дар мисол нишон дињед, ки нишондињандаи реша ва 
нишондињандаи адади тањти решагиро ба зарбкунандаи 
умумии онњо таќсим кардан мумкин аст ё не? 

? 
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( ) ;

1
11

1
1

2
)11

1

1212

22

−

−−

+
−

+
⋅

+

−
−

−
+

yx
yxxyy

yxx
yx
yx

 

;
22

4:1
2

)12

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

4

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

xyx
yx

yx

xy .1
2
1

2
1)13

2

2
1

2
1

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−

x
y

y
x

 

14. ( ) ( );:32)1 3 26 56 5 axaxaxaxaxax −−+  

( ) ( ).:2)2 3 26 53 2 axxaaxaxaaxa −−−  
 

Машќњо барои такрор 
15. а) Њисоб кунед: 

1) ;
2

57
27

6
73

1
114

5 −
−

−
−

+
+

−
 

;
2

32
12
12

12
12)2 +

−
+
−

+
−
+

 

;
15
15

35
35

35
35)3

−
+

−
−
+

+
+
−

 ;)4
ba

b
ba

a
+

−
−

 

;11)5
baabaa −

−
+

 ;11)6
2222 baabaa −−

+
−+

 

;)7 3 aa  .5025,0)8 63 ⋅  

б) Муодилањоро њал кунед: 

;0
4

44
2

2
2

2)1 22

22

=
−
−−

−
−

−
+ ax

aax
xaxa

 

( )( )( )( ) ( )( )( )( ).7431961347)2 +++−−=++−− xxxxxxxx  
 

§2. Муодилањои ирратсионалї 
5. Дараљаи нишондињандааш ирратсионалї 

Дар §1 мафњумњои дараљаи нишондињандааш ратсионалии 

дилхоњро омўхта будем. Масалан, ;4 54
5

aa =  ;1
3 2

3
2

a
a =
−

 aa =2
1
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дар ин љо 0>a  ва 1≠a . Њоло мавриди аз адади ирратсионалї

иборат будани нишондињандаи дараљаро меомўзем, ки он бо рамзи αa
(α - адади ирратсионалї, ;0>a  1≠α ) ишорат карда мешавад. Ин
масъаларо дар намуди умумї дида набаромада, аввал маънои ин 

рамзро дар мисоли 22  шарњ медињем.

Ба адади ирратсионалии 2  бо пайдарпайии ададњои
ратсионалии зерин:  

)1(,......414,1;41,1;4,1;1
ё ки )2(,......415,1;42,1;5,1;2

наздик шудан мумкин аст. 
Пайдарпайии якум монотонї, афзуншаванда буда, аъзоњои он 
ќиматњои таќрибии решаи квадратї аз ду бо барзиёдї гирифташуда 
мебошад, ки дар ин љо вобаста ба зиёд шудани раќами таќрибии 
аъзоњои пайдарпаї, аъзоњои он њам сањењ наздик мешаванд. 

Ду пайдарпаии навро тартиб медињем: 

);1(......2;2;2;2 1414,141,14,11 )2......(2;2;2;2 1415,142,15,12

Аз ин ду пайдарпаи якумаш монотон, афзуншаванда буда, 
дуюмаш монотон, камшаванда аст. 

Бо бењад афзудани раќами тартибии аъзоњои пайдарпаї, њар ду 
пайдарпаї њам ба як адад майл мекунанд.  

Ин адади умумиро (мувофиќи таъриф) ба сифати адади 2 2 

ќабул мекунанд. 
Эзоњ. Амалњо бо дараљањои нишондињандааш ирратсионалї 

айнан аз рўи ќоидањое, ки барои дараљањои нишондињандааш 
ратсионалї баён карда будем, иљро карда мешаванд. Масалан, 

aα ⋅ aβ = aα +β , aα : aβ = aα −β (α, β ададњои ирратсионалї).

16. Ифодањои зеринро ба дараља бардоред:

( ) ;)1
2nп ab  ( ) ;)2

2
ba +  ( ) ;)3

2
yxyx −++

.)4
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

x
y

y
x

17. Махраљро аз радикал озод намоед:

;
52
3)1 ;

53
10)2 .

32
1)3
+

18. Ифодањоро содда кунед:
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( ) ;

1
11

1
1

2
)1

1

1212

22

−

−−

+
−

+
⋅

+

−
−

−
+

yx
yxxyy

yxx
yx
yx .1

2
1

2
1)2

2

2
1

2
1

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−

x
y

y
x  

Машќњо барои такрор 
19. Њосили зарби ду адад 135 буда, фарќи ин ададњо 6 аст. Ададњоро

ёбед. 

20. Амалњоро иљро кунед: ;25,04)1 254123 −−−− ⋅ cbacba
( ) ( );2:4)2 242 aaba −− −−

( ).:)3 2

2

2

cabbab
cab

caba ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+
+

6. Муодилањои ирратсионалї
Таъриф: Муодилањое, ки номаълум дар тањти аломати радикал 

(реша) аст, муодилањои ирратсионалї номида мешаванд. 
Масалан, муодилањои зерин муодилањои ирратсионалианд: 

.762,2321,7 43 xxxxxx ++=−=+−=
Пеш аз он, ки њалли муодилањои ирратсионалиро дида бароем, 

ду теоремаро дар бораи баробарќуввагии муодилањо бе исбот 
хотиррасон мекунем: 

Ду муодила баробарќувва номида мешавад, агар онњо решањои 
якхела дошта бошанд. 

Теоремаи 1. Агар ба њар ду ќисми муодила ягон адад, ё ки ягон 
бисёраъзогиро љамъ кунем, он гоњ муодилаи нави њосилшуда ба 
муодилаи аввала баробарќувва аст. 

Теоремаи 2. Агар њар ду тарафи муодиларо ба ягон адади 0≠а
зарб кунем, он гоњ муодилаи нави њосилшуда ба муодилаи аввала 
баробарќувва мешавад. 

Муодилањои ирратсионалиро асосан бо ду усул њал мекунанд: 
а). Њар ду ќисми муодиларо ба њамон як дараља мебардоранд; 
б). Усули дохил намудани таѓйирёбандаи нав. 
в). Усули ба њамон як дараља бардоштани муодила дар аксар 

мавридњо, њангоми як ё якчанд маротиба ба дараља бардоштани њар ду 
ќисми муодилаи ирратсионалї, онро ба муодилаи алгебравии ин ё он 
дараља овардан мумкин аст. 

Азбаски дар ваќти ба дараља бардоштани муодила решањои 
бегона пайдо мешаванд, бинобар ин муодилаи алгебравии 
њосилшударо, ки он аз муодилаи ирратсионалї бар меояд, њал 
намудан, бояд решањои ёфташударо бо методи гузориш ба муодилаи 
додашуда гузошта санљем ва њамонашро ба сифати љавоб ќабул 
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менамоем, ки он муодиларо ќаноат кунонад ва решањои бегонаро 
мепартоем. 

Акнун њар ду усули асосии њалли муодилањои ирратсионалиро 
дар мисолњо дида мебароем. 

Мисоли 1. Муодилаи ирратсионалиро њал намуда, решањои 
њосилшударо месанљем: 

.12
3
216 =− х  

Њал. Муодила фаќат як радикалро дар бар мегирад, бинобар ин 
онро дар тарафи чап гузошта, 16 – ро ба тарафи рост бо аломати 
муќобилаш гузаронида, њар ду тарафро ба квадрат бардошта њосил 
мекунем: 

.24
2
48,16

3
2,)4(

3
2,1612

3
2 2

2

===−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=− xxxx  

Санљиш. Дар муодилаи додашуда ба љои х решаи њосилшуда 
адади 24 – ро гузошта њисоб мекунем: 

.12416161624
3
216 =−=−=⋅−  

Љавоб: .24=х  
Мисоли 2. Муодилаи зеринро њал мекунем: 

.725 2 хх −=−  
Њал. Айнан ба монанди мисоли 1 њал мекунем: 

( ) ( )22 725 xx −=−  

024142,144925 222 =+−+−=− xxxxx  

ё .01272 =+− xx  
Муодилаи квадратии њосилшударо њал намуда меёбем: 

;
2
1

2
712

4
49

2
7

2,1 ±=−±=x  ,4
2
1

2
7

1 =+=x  .3
2
1

2
7

2 =−=x  

Санљиш. Аввал ќимати решаи якум ва баъд ќимати решаи 
дуюмро дар муодилаи додашуда гузошта њосил мекунем: 

.74316392543253

,73494162544254
2

2

=+=+=−+=−+

=+=+=−+=−+
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Санљиш нишон медињад, ки њам решаи якум 41 =x  ва њам решаи 

дуюм 32 =x  муодилаи додашударо ќаноат мекунад. 

Љавоб: ,41 =x  .32 =x  

Мисоли 3. Муодилаи ирратсионалиро њал намуда решањои 

њосилшударо месанљем: .5416 =++ x  
Њал. Њарду ќисми муодиларо (баробариро) ба квадрат бардошта 

њосил мекунем: .25416,5416 2
2

=++=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ xx  

Аъзои дорои решаро дар тарафи чап гузошта, адади 16 – ро ба 
тарафи рост бо аломати муќобилаш мегузорем: 

( ) ( ) ,814,94
2

2
1

22
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +=+ xx  ( ) ,814,814 2

2
1

=+=+ ⋅ xx  

.77,481 =−= xx  
Санљиш. Дар муодилаи додашуда ба љои х – решаи ёфташуда, 

адади 77 – ро гузошта њисоб мекунем: 

.525916811647716 ==+=+=++  
Санљиш нишон дод, ки решаи ёфташуда муодилаи додашударо 

ќаноат мекунад. 
Љавоб: х=77. 
Мисоли 4. Муодилаи ирратсионалии зеринро њал намуда, 

решањои њосилшударо месанљем: .113162 −=−−+ xxx  
Њал. Њарду ќисми муодилаи додашударо ба квадрат бардошта, 

аъзоњои монандро ислоњ мекунем: 

( ) ( ) ,113162
22

−=−−+ xxx  

( )( ) ,1131162262 −=−+−+−+ xxxxx  

( )( ) ,113162253 −=−+−+ xxxx  ( )( ) 161622 −=−+− xx . 

Њарду ќисми муодилаи њосилшударо ба -2 таќсим мекунем 

( )( ) 8162 =−+ xx . 

Боз њар ду тарафро ба квадрат бардошта, ќавсњои тарафи чапро 
кушода, њосил мекунем: 

( )( ) ,66442,64162 2 =−+−=−+ xxxxx   .07042 =−+ xx  
Њар ду тарафи муодилаи њосилшударо ба ду таќсим намуда, баъд 

онро њал мекунем: 
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.613613611,0352 2,1
2 ±−=±−=+±−==−+ xxx  

.761,561 21 −=−−==+−= xx  

Санљиш. Аввал решаи якум 51 =x  ва баъд аз он решаи дуюм 

72 −=x  - ро дар муодилаи додашуда гузошта њисоб мекунем: 

,02244416115315652 =−−=−−=−⋅−−−+⋅  

0333811)7(3176)7(2 ≠−−−−=−−⋅−−−−+−⋅  

Њамин тариќ, 51 =x  решаи муодила буда онро ќаноат мекунад, 

аммо 72 −=x  муодиларо ќаноат намекунад ва бинобар ин он 
партофта мешавад. 

Љавоб: 5=x  

 
21. Муодилањои ирратсионалиро њал намуда, решањои њосилшударо 

санљед: 

а) ;2 xx −=  б) ;51 +=− xx  в) ;3105 =+−x   

г) ;725 2 =−+ xx  д) ;54212 =−++ xx  е) 

;1352 xx −=−+  ж) ;3522232 xxxx =+−+++  з) 

;1353 =+ x  и) ;5311 =− x  к) .335 =++ x  
Машќњо барои такрор 

22. Амали зарбро иљро кунед: 

1) ;
5
3

3
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  2) ;

5
3

7
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  3) .

5
3

7
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅  

23. Аз ду ќатора яке масофаи байни ду истгоњро дар 
2
14  соат, дигаре 

дар 5 соат тай мекунад. Якум нисбат ба дуюм дар њар соат 3 км 
роњ зиёд мегардад. Масофаи байни њарду истгоњ ва миќдори 
километрњое, ки њар як ќатора дар 1 соат тай мекунад, њисоб 
карда шавад. 

24. Муодиларо њал кунед: .
2

2
2

6
ax

a
ax

xx
−

=
−

+  

1. Таърифи муодилаи ирратсионалиро дињед. 
2. Ду муодиларо дар кадом ваќт баробарќувва меноманд? 
3. Муодилаи ирратсионалиро асосан бо кадом усулњо 
њал мекунанд? 

? 
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2). Усули дохил намудани таѓйирёбандањои нав 

Муодилањои зеринро бо усули дохил намудани таѓйирёбандањои 
нав, яъне бо усули гузориш њал намудан ќулай аст. 

Мисоли 1. .3112 4 =−+− xx  

Њал. ,14 ux =−  он гоњ 41 ux =−  ва муодилаи додашуда 
намуди зайлро мегирад. 

.
2
3,1

4
4

4
51

22
251

,25)3(241,032,032

21

224

−===
+−

=
⋅
+−

=

=−⋅⋅−==−+=−+

uu

Duuuu

ва
 

Акнун ќиматњои 1u  ва 2u  - ро дар 41 ux =−  гузошта мувофиќан 

решањои 1x  ва 2x  - ро меёбем: 

.
2
31;2,11

4

211 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−==− xxx  Аз ин љо 

16
8112 =−x  ва .

16
97

2 =x  

Санљиш: Ќимати решаи якум 21 =x  - ро дар муодилаи додашуда 

гузошта њисоб мекунем: .31212122 4 =+=−+−  

Аз ин љо мебарояд, ки решаи ёфташудаи 21 =x  муодиларо 

ќаноат мекунад. Акнун 
16
97

2 =x  - ро месанљем. 

36
2
3

2
9

2
3

4
92

16
81

16
812

16
1697

16
169721

16
971

16
972 444

≠=+=+⋅=

=+=
−

+
−

=−+−
 

Њамин тариќ, 2x  муодилаи додашударо ќаноат намекунонад. 

Љавоб: .2=x  

Мисоли 2. 53054 −−=− xx . 

Њал. 45 ux =− . Он гоњ 

.03030,30 2244 4 =−+−=−= uuёuuuu  
Муодилаи квадратии њосилшударо нисбат ба и њал мекунем. 
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,1211201)30(1414 22 =+=−⋅⋅−=−= acbD  
2

11
2
1

2,1 ±−=u , 

.6,5 21 −== uu  

Дар гузориши 45 ux =−  аввал ќимати 1u  ва баъд ќимати 2u -ро 

гузошта мувофиќан ќиматњои 21 xваx -ро меёбем: 
4

1 55 =−x , аз ин љо 63056251 =+=x ; 4
2 )6(5 −=−x  аз ин љо 

.466615466562 =+=x   
Санљиш. Бо роњи дар муодилаи додашуда гузоштани ќимати 

решањои ёфташуда боварї њосил менамоем, ки ададњои 630 ва 46661 
муодиларо ќаноат мекунад ё не? 

556255630 4 444 ===−  (ќисми чапи муодила) 

5253062530563030 =−=−=−=  (ќисми рости муодила). 

Бо њамин боварї њосил намудем, ки 6301 =x  решаи муодилаи 
додашуда мебошад. 

Айнан њамин тавр решаи дуюмро месанљем: 

,6646656546661 4 444 ===−  

.618621630466563054666130 ≠−=−=−=−=  
Решаи дуюм муодиларо ќаноат намекунад. 
Љавоб: х=630. 

Мисоли 3. .013133 =+−+ хх  

Њал. Аз гузориши 613 их =+  истифода бурда, муодилаи зеринро 
њосил мекунем: 

,063 6 =− ии  

аз ин љо 032 =−ии  ва .1;0;0)1( 32,1
2 ===− ииии  

Акнун дар гузориши 613 их =+  ќимати и=0-ро гузошта њосил 
мекунем: 

013 =+х  аз ин љо 13 −=х  ва 
3
1

−=х . 

Њангоми и=1 будан 113 =+х  ва 0=х  мешавад. 
Санљиш. Дар муодилаи додашуда ба љои х ќимати решаи якум 

3
1

−=х -ро гузошта меёбем: 
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.011111
3
131

3
13 33 =+−−+−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅  

Решаи якум муодилаи додашударо ќаноат мекунонад. Айнан бо 
њамин тарз решаи дуюм 0=х -ро месанљем: 

.011103103 33 =−=+⋅−+⋅  
Њамин тариќ, њам решаи якум ва њам решаи дуюм муодиларо 

ќаноат мекунонанд. 

Љавоб: 0;
3
1

321 =−== xxx  

 
25. Муодилањои ирратсионалии зеринро бо усули дохил намудани 

таѓйирёбандаи нав њал намоед. 

;335) 3 =++ xа  ;1305)4 −−=− xxб  

;22)3 xxв =+−  .02) 4 =−+ xxг  
 

Машќњо барои такрор 

26. Сумаи ду касри байни якдигар чаппа ба 
6
12  ва фарќашон ба 

6
5

 

баробар аст. Ин касрњоро ёбед. 
 
27. Амалњоро иљро кунед: 

;25)1 4 6  ;)2()2 3 16−  ;:)3 63
2

aa  ( ) .)4 51,0a  

28. Системаи муодилањоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

−=
=+

;1
,13310

)1
xy

yx
  

⎩
⎨
⎧

−=
=+
;4

,2225
)2

xy
yx

  
⎩
⎨
⎧

=
=+

;1
,21222)3

xy
yx

 

7. Системаи муодилањои ирратсионалї 
Пеш аз њалли системаи муодилањои ирратсионалї баъзе 

маълумотњоро хотиррасон менамоем. 
1) Агар масъалаи ёфтани маљмўи њалли ду ва ё зиёда аз ду 

муодила гузошта шуда бошад, он гоњ мегўянд, ки системаи 
муодилањоро њал кардан лозим аст. 

1. Намудњои муодилаи ирратсионалиро нависед. 
2. Зинањои тарзи гузоришро баён кунед. 
3. Кадом тарзњои њалли муодилањои ирратсионалиро 
медонед? 

? 
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2) Шумораи таѓйирёбандањо метавонад ба шумораи муодилањо 
баробар бошад ва метавонад баробар набошад. 

3) Системаро њамљоя меноманд, агар он аќалан як њал дошта 
бошад ва ѓайри њамљоя меноманд, агар ягон њал надошта бошад. 

4) Системаро њал кардан, ин ёфтани њамаи њалњои он мебошад. 
5) Системаро муайян меноманд, агар он њалњои шумораашон 

охирнок дошта бошад. 
6) Ду система баробарќувва номида мешаванд, агар онњо маљмўи 

њалњои якхела дошта бошанд. 
Мисоли 1. Системаи муодилањои ирратсионали зеринро њал 

менамоем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=+

.3

,3

xyyx

yx
 

Њал. Муодилаи дуюми системаро табдил медињем: 

,3=−+ xyyx  ,332 =−++ xyxyyx  ( ) 33
2

=−+ xyyx  

Аммо .3=+ yx  Бинобар ин, 339 =− xy  ё 2=xy  мебошад. 

Њамин тавр системаи ба системаи додашуда баробарќувваро њосил 

мекунем: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+

.2

,3

xy

yx
 

Барои њалли ин система аз теоремаи Виет истифода мебарем. 

Муодилаи квадратие тартиб медињем, ки решањои он ба х  ва y  

баробар бошад: 

2,023 1
2 ==+− mmm  ва 12 =m  ё ,4,2 == xx  

.4,1,1;11 ==== yxxy  

Љавоб: (4;1), (1;4). 
Мисоли 2. Системаи муодилањои ирратсионалии зеринро њал 

менамоем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++

=
+
−

+
−
+

.034

,43

22 yyxx

yx
yx

yx
yx

 

Гузориши 
tyx

yxt
yx
yx 1, =

+
−

=
−
+  - ро истифода бурда њосил 

мекунем: .3,1,034,43
21

2 ===−+=+ tttt
t

t  
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Системаи додашударо ба системаи муодилањои зерин људо 
мекунем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++

=
−
+

,034

,1
)1

22 yyxx

yx
yx

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++

=
−
+

.034

,3
)2

22 yyxx

yx
yx

 

  
⎩
⎨
⎧

=−++

=

,034
0

22 yyxx
y

                

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−++

=

.034

,
5
4

22 yyxx

xy  

)0;0(;
41
32,

41
40;0,4;0,0 332211 −=−==−=== yxyxyx  

њалли бегона мебошад. 

Љавоб: .
41
32;

41
40),0;4( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−  

 
29. Системаи муодилањои ирратсионалиро њал кунед: 

1)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−++

.8)()(

,6
6 33

3

yxyx

yxyx
 

7 4 5 ,
37 6

2)
5 3 13.

37 6

x y

x y

⎧ − =⎪ − +⎪
⎨
⎪ + =
⎪ − +⎩

  
1 ,

3)
1 1.

4

y
x

y x

⎧ =⎪⎪
⎨

−⎪ = +⎪⎩

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

.27
,2

)4
33

xy
yx

       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

.20
,2

)5
yx

xyyx    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

,10

5,2
)6

yx
x
y

y
x

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=−+

133

,7
)7

22 xyyx

xyyx
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=+

,

,
)8

y
xbyx

xyayx
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,6

,72
)9

33 yx

yx
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

+=+

,78

,17
)10

33 xyyx

xyx
y

y
x

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>=−

,

),0(
)11

bxy

aayx  
3 1 2,

12)
2 2 7 6.

x y

x y y

⎧ + + =⎪
⎨

− + = −⎪⎩
 

1. Системаро њал кардан чї маъно дорад? 
2. Системаро дар кадом њолат якљинса меноманд? 
3. Чї гуна системаро мўайян меноманд? 

? 
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Машќњо барои такрор 
30. Аъзои панљуми прогрессияи геометрии (сп) – ро ёбед, ки дар он 

13 3;
3

c q= =  бошад. 

31. Амалњоро иљро кунед: 

( )2 2

2 2
1) 1 : ;a a a b

a b

⎛ ⎞
+ + −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
 ;1

1
3:1

1
3)2 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+
+ x

x
x

 

( );:)3 2

2

2

cabbab
cab

caba ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+
+  .:)4

4

ba
bab

aba
abab

−
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−  

Маълумоти таърихї 
Њанўз аз замонњои ќадим ба амали бадараљабардорию 

азрешабарорї, махсусан ба дараљаю решаи квадратї ва кубї, мароќ 
зоњир карда буданд. Дар Бобулистони ќадим шаклњои њамворе ёфт 
шуда буданд, ки дар рўи онњо љадвалњои ба квадрат ва куб бардоштани 
ададњо навишта шуда буд. 

Аз тарафи олимони Юнони ќадим мављудияти порчае, ки дарозиаш ба 
адади бутун ва каср ченнашаванда аст, муайян карда шуда буд. 

Евклид дар асари машњури худ «Ибтидо» ки аз 13 китоб иборат 
буд, нишон додааст, ки агар нисбати масоњати ду квадрат аз нисбати 
квадратї ду адади натуралї фарќ кунад, он гоњ нисбати тарафњои ин 
квадратро ба воситаи адади ратсионалї ифода кардан мумкин нест. 
Юнонињо дар он давра фаќат ададњои ратсионалиро медонистанду 
халос. Аз ин љост, ки дар «Ибтидо» ададњои ирратсионалї фаќат бо 
тарзи геометрї шарњ дода шудаанд. 

Дар омўзиши радикалњо хизматњои олимони Њиндустон бузург 
аст. Масалан дар китоби Бахаскари (XII то эраи нав) табдилдињињои 
зерин дида мешавад: 

10 24 40 60 2 3 5.+ + + = + +  
Тарзњои навишти дараља ва реша оњиста – оњиста дигаргун 

мешуданд. Масалан, дар дастнависи математики франсавї Шюке 

(1484) нишондињандаи дараља ин тавр навишта шудааст: - Зарби 38  ва 
17−  нишон медињад, ки 213 5678 xxx =⋅ −  аст. Математики франсавии 

дигар Эригон дар «Курси математика» (1643) 432 aaa ⋅⋅  - ро ин тавр 

ишора мекунад: .9a  
Аввалин маротиба математик ва файласуфи машњури франсавї 

Декарт дар асари «Геометрия» (1637) дараљаро бо нишондињандаи 
натуралї бо тарзе, ки мо имрўз истифода мебарем ишора кардааст (ба 

љои 2a  Декарт aa ⋅  навиштааст). 



 26

Баъзе нишондињандањои касриро математики франсавї Орем 
(1323-1382) истифода кардааст. Баъдтар математики голландї Стевин 
(1548-1620) низ нишондињандаи касриро истифода кардааст. Аммо ба 
таври системавї математики бузурги англис Нютон дараља бо 
нишондињандаи касриро истифода бурда тарзи њозиразамони 
навиштро додааст. 

Дар баъзе дастнависњо радикалро ба намуди нуќта истифода 
кардаанд. Дар яке аз дастнависњои алгебра (1480) бо забони лотинї як 
нуќтае, ки пеш аз адад гузошта шудааст решаи квадратї аз ин ададро, 
ду нуќтаи пеш аз адад гузошташуда решаи дараљаи чор аз адад ва се 
нуќтаи решаи дараљаи се аз адади додашударо мефањмонид. 

Математики олмонї Рудолф дар китоби алгебра (1525) ишорањои 
зеринро истифода мебарад: - Дар болои нуќта штрих мегузорад, решаи 
квадратї �1, решаи кубї �-�-�-�1, решаи дараљаи чор, ��1. Стевин 
ишорањои радикалро интавр истифода бурдааст: - Ин ишорањо 

мувофиќан 43 ,,2  - ро ифода мекунад. Декарт ба љои 

3 32

27
1

4
1

2
1 pqqс +++  ишораи зеринро истифода кардааст: 

,
27
1

4
1

2
1 32 pqqc +++  ки дар ин љо с калимаи кўтоњкардашудаи 

лотинї cubicus кубро мефањмонад. Нињоят, математики франсавї Рол 
дар «Нишондоди алгебра» (1690) ишораи њозиразамонро истифода 
кардааст. 

 
Машќњои иловагї ба боби I 

32. Муодилањоро њал кунед: 

;0
2
1

2
1)1 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xx  ( ) ( ) ( )( ) ;76977:9)2 =+−++− xxxx   

;
3
13

4
4

4
4)3 =

+
−

+
−
+

x
x

x
x

     
( ) .
28
83

143
2)4

x
x

x
x

−
−

=
+
−

 

33. Амалњоро иљро кунед: 

( ) .2 2223
22

2111
−

−−

−−−−

+−+
−
+ babaa

ba
baba

 

34. Ифодањоро содда намуда ќимати ададии онро, њангоми 
1;0;3 === nyx  будан њисоб кунед: 
2

1
−

−−

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+ nn

nn

yx
yx
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35. Ифодаро содда намуда ќимати онро њангоми 
2
1,4 −=−= ba  

будан њисоб кунед: 

[ ]
[ ]

( ) .
1

21:
)(3
)1(5,1

1

2
11

2

1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

++
−
−

−
−−

−

−

a
baaba

ba
a

 

36. Зарбшавандаро аз зери радикал бароред: 

( )31)1 −a  њангоми ,1≥a  будан; 

4 27 )2()2 −ax  њангоми ,0≥x  ,2≥a  будан; ( ) .58)3 2−a  

37. Содда  намоед; 

;
3
3)1 3

2

2

x
y

y
x

 ;124)2 3426 yxyx +  ;
3
2)3 3

6

5

4

3

4

32

a
b

a
b

a
b

b
a

−−  

;
27
64

3
32

4
3)4 5

4

5

5

6

b
a

b
a

a
ab

−  ;4)5 221n nn ba
ab

++  .)6 2

23
n

n

n

x
y

y
x

−

+

 

38. Амалњоро иљро намуда ифодањоро содда намоед; 

( ) ( );5032383182)1 −++  

( ) ( );807218345202)2 +++−  

.48
8
1

3
125,032)3 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+  

39. Муодилањоро њал кунед. 

;33273432)1 xxx −=−  ;327
2
3)2 =x   

;15
3
11115

5
315

3
5)3 =−− xx    .281878223)4 =+− xxx  

40. Амалњоро иљро кунед: 

( ) ;184
4
182296445)1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++−−+ xxxxxx  

;723250
2
14

2
151883)2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− xxxxxxx   
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.324)3 3 4233 53
2

2

ba
a
baba

ab
ab −−+  

41. Зарбро иљро кунед: 

( ) ;375312)1 ⋅−  ;628
2
125336)2 ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−  

( ) ( );322565)3 −⋅+  ( )( ).322565)4 +−  

42. Амалњоро иљро намуда ифодањоро содда намоед: 

;
3

32
2

31)1 −
+

+
 ;

6
12

4
235)2 −
−

+
 

.
15

353322
5

235
3

532)3 −
−

+−
+

−+  

43. Муодилањоро њал кунед: 

;
15

4423
11

317)1 −
=

− x
 ;

19
539

5
5529)2 x−
=

−
 

;1
3

72
2

53)3 −=
−

−
− xxx  ;

15
4423

11
11317)4 +

=
+  

;692)5 xx −=−  ;
9

369)6 x
x

x −
−

=−  

;
32
)3(4518325)7

+
+

=−−+
x

xxx  ;35
13

213)8 +=
−

+− x
x

x  

.59
3
63)9 x

x
x −=

−
+−  

44. Баробарињоро исбот намоед: 

( )( ) ;2,16,03,022,039,03,06,0)1 =++−+  

.2612
3
23

2
34

2
326

2
3)2 −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+  

45. Амалњоро иљро кунед: 

( ) ;3:1242764810)1 +−  

( ) ;10:450320025015)2 −+  ( ) ;:)3 33 xyxyyx +  

( ) .:)4 335335 bababa −  
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46. Амалњоро иљро кунед: 

( ) ;2:2684)1 3−                  ( ) ;3:35910)2 63 +   

;4444)3
2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++    ;137137)4

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++   

;22)5 4
1

2
1

4
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−
yxyx     .33)6 13

2
13

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− −− baba  

47. Аз реша озод кунед: 

;)1
x
y

y
x

 ;)2 3

m
n

n
m

 ;222)3  .333)4 3
 

48. Системаи муодилањоро њал кунед: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−−−

=−−++

.13253

,75322
)1

yxyx

yxyx
    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

,10

,
2
5

)2
yx

x
y

y
x  

 ;
41

,
20
41

)3
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

yx
x
y

y
x

   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−

,5

,
6
5

)4
xy

x
y

y
x

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+

.4
,3

)5
xy

yx
 

Љавобњо 

1. 25 см2; 100 см2; 10000 м2. 2. 961; 2601; 1764; 1680; 7056. 3. ;6)1 2nx  

;2)2 11 2 −+ nn x  ;302010)3 541 aaax +−+  .3)4  4. адади љуфт; адади тоќ; 

6. ( ) ( );11)1 22 +−+ mmm  ( )( )( );111)2 2 ++−+ nnnn  ( );32)3 22 yxy +  

;)4 22 yx +  ( )( );34)5 +− aa  ( )( );25)6 −+ mm  ( )( ).)232)7 ++ xx  7. a) 

1) ;
9
1

 ;8)2 −  ;52)3 1−⋅  4) ;64  ;
6561

1)5  ;15625)6  ;1)7  ;)8 64 −− − ax  

( )
( ) .33)9 4

22

ab
aabbb

−
+−

 б) 1) ;33 −− cab  ;4)2 9313 −− zxa  ;
9
4)3 222 −− xma n  4) 

;2
22

2

ba
ab +

 ;
121

)5 42

4

xx
x

++
 6)36. 8. а) 

3
14)1 −  .

40
3)3;4)2  б) ( );5)1 a−  

( );5)2 −a  ( ) .252)3 −a  в) .165  9. а) вуљуд надорад; вуљуд надорад; 

-2;  -5; в) 40 м; г) 5 см; 2 м; 40 м; д) ;3223 >  е) ;642)1 48 aa  
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;0,)2 8 >aa  ж) ;
3
3

3
3

8 2

14 3

10 2

8 10

<  з) ;)1 3 22 yxx −  ;)2 aa  .24)3 3 +  

10. а) ;
35
46)1  ;

9
5)2  б) ;16)1 3  ;2)2  3)1. 11. ( ) ;132

1)1
+

−
a

 

.
1

2)2 2 ++ aa
a

 12. 58 чормаѓз; 145 чормаѓз. 13. ;10)1  ;)2 15 xx  

;4,0)3 ab  ;)4 yx −  ;1)5 2 ++ aa  .2)6 2 +x  ;2)11
22 yx

y
+

 

( )
;

4
)12

2

xy
yx +

 .)13
yx
yx

−
+

 14. .2)1 3 2xaax −  15. а) 

;11734)1 +−  ;
2

2310)2 −
 ;

2
513)3 −

 ;)4
ba
ba

−
+

 ( ) ;1
62)5
−ba

 

;2)6 2b
a

 ;)7 2
1

a  ;
2
5)8

3

 б) ;
2

4)1 a+
 .3;2)2 ±±  21. а) 1)1; б)4; в)6;9; 

г)4;3 д)4; е)9; ж)3; з)4; и)4; к)13. 22. ;
35
6)1  ;

35
6)2 −  23. 30 км/соат; 

27км/соат; 135 км. 25. а)61; в)3; г)1; 26. .
2
3;

3
2

 27. 1)125; 2) -8; 

3) );0(2
1

>aa  ( ) .)4 51,0 aa ⋅  28. );5;2,0(;
3
2;5,1)1 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

);10;4,0();1;4)(2 −−  3) њал надорад. 29.          1) нишондод: yxu += , 

3 yxv −=  Љавоб: (12;4), (34;-30)              2) нишондод: u
x

=
− 7

1
, 

v
y

=
+ 6

1
 Љавоб: (16;-30)  3) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;2 ;  (2;-1) );27;1();1;27)(4 −−  

);610;6410)(5 −+  );6410;6410( +−  );8;2();2;8)(6  

);9;4();4;9)(7  ,
1

;
)1(

)8 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−− m
mb

mm
b

 дар ин љо 
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.
2

)1(2 222 −±−
=

aaa
m  10) (9;4), 12)(0;1) 31. ;)1 22

22

ba
ba

−
−

 

;1)2 x−  ;
6
1)3  .)4 4 baba +  32. ;

4
3)1 ±  ;5)2 ±  ;8)3 ±  .7)4 ±  33. 

( )
( )

.33
2

22

ba
babab

−
+−

 34. .
4
12  35. 6. 36. ;1)1)(1 −− aa  

;)2()2()2 4 3 −− axax  .5,2)5(2)3 ≥− aa  37. ;12
2

)1 3 xy
y

x
 

;32)2 22 yxyx +  ;
3
2)3 3 22 ba −  ;)29(9

2
1)4 5 ba −  ;4)5 2n abb  

.)6 222 n yxy  38. ;219)1  ;53215)2 −  .3
3
132

4
14)3 +  39. 

;243)1  2)36; 3)15; 4)2. 40. 1)1; ;29)2 x  .))(3 3 2baba −  41. 1) -39; 

;31621812)2 +−  .219)3  42. ;
6

37)1 +
 ;

12
2717)2 +

 

.
15

533526)3 ++
 43. 1)4; 2)16; 3)25; 5)5; 6)25; 7)3; 8)1; 9) -3. 45. 

1)30; ;56)2  ;)3 yx +  .)4 ba −  46. ;3238)1 6−  ;35310)2 63 +  ;14)3  

4)26; ;4)5
y
y

x −  .9)6 2

32

b
aab −

 47. ;)1 4
y
x

 ;)2 3

n
m

 ;128)3 8  

,2187)4 12  48. Нишондод. 1) Гузориши зеринро истифода бурда 
системаро содда менамоем. 

.32,5,32

,32,5,23
222 −−=−−=+=

=−−=−−=+

yxwyxvyxu

wyxvyxuyx
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=−
=+

.174
,73
,72

222 wvu
wu
vu

 ),8;2();2;8()2  ),25;16();16;25)(3  ),4;9)(4  

).1;4();4;1)(5  
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БОБИ 2 
Функсияњои тригонометрї 

§3. Формулањои тригонометрии фарќ, сумма ва натиљањои онњо 
§4. Табдилдињии айниятии ифодањои тригонометрї.  

Хосиятњо ва графики функсияњои тригонометрї 
§3. Формулањои тригонометрии фарќ, 

сумма ва натиљањои онњо 
8. Косинуси фарќ ва суммаи кунљњо 

Формулањоеро муќаррар мекунем, ки аз рўи онњо ќимати 
функсияњои тригонометрии кунљњои α ва β - ро дониста, 
функсияњои тригонометрии сумма ва фарќи ин кунљњоро њисоб 
кардан мумкин аст. 

Теорема 1. Косинуси фарќи ду кунљ ба њосили зарби косинусњои ин 
кунљњо плюс њосили зарби синусњои ин кунљњо баробар аст: 

βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅+⋅=−
Исбот. Дар тарафи рости тири OX 

нуќтаи А – ро нишона мекунем ва аз он 
давраи марказаш дар нуќтаи 0 воќеъбударо 
мегузаронем. 

Радиуси ОА – ро, ки ба R баробар аст, 
дар атрофи нуќтаи О ба кунљи α ва ба 
кунљи β гардиш медињем (расми 1). Пас, 
радиусњои ОВ ва ОС њосил мешаванд. 

Зарби склярии векторњои ),( 11 ухОВ
→

 ва 

),( 22 ухОС
→

 - ро тартиб медињем: 

)1(),(),( 21212211 ууххухухОСОВ +=⋅=⋅
→→

 

Мувофикан аз ОВЕ∆  ва ОСD∆  њосил менамоем: 
ααββ sin,cos,sin,cos 2112 RyСDRxОDRyBERхОЕ ========

Ќиматњои 2121 ,,, yyxx  -ро ба (1) мегузорем. 

)2(sinsincoscos 22
2121 βαβα ⋅+⋅=⋅+⋅=⋅

→→

RRууххОСОВ  

Аз тарафи дигар, зарби склярии векторњои 
→→

⋅ba  чунин навишта 

мешавад: ,^cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⋅

→→→→→→

bababa  ки дар ин љо ,Rba ==
→→  βα −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

→→

ba  

мебошад. Аз ин љо чунин њосил мекунем: 

Расми 1 
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)3().cos()cos( 2 βαβα −=−⋅=⋅
→→→→

ROCOBOCOB  

Формулањои (1), (2), (3) – ро муќоиса намуда, њосил мекунем: 

)4(sinsincoscos)cos(
sinsincoscos)cos( 222

βαβαβα
βαβαβα

⋅+⋅=−
⋅+⋅=− RRR

 

Мисоли 1. °15cos -ро њисоб мекунем. 
Њал. Азбаски °−°=° 304515  ва маълум аст, ки 

2
245sin45cos =°=°  ва ,

2
130sin,

2
330cos =°=°  бинобар ин 

=°⋅°+°⋅°=°−°=° 30sin45sin30cos45cos)3045cos(15cos  

( )13
4
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
2

2
3

2
2

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅+⋅=  мешавад. 

Теоремаи 2. Косинуси суммаи ду кунљ ба њосили зарби косинусњои 
ин кунљњо минус њосили зарби синусњои ин кунљњо баробар аст: 

cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = ⋅ − ⋅
Исбот. Дар формулаи (4) ба љои ββ −,  

гузошта, онро дар расм тасвир намуда, 
њосил мекунем: 

,sin,cosё)sin(

),cos(,sin,cos

βββ
βαα

−=−=
−===

222

111

yxy

RxRyRх
 

Он гоњ формулаи (4) намуди зеринро 
мегирад: 

βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅+⋅=+  

Мисоли 2. °105cos -ро њисоб мекунем. 
Њал: °105 -ро ба намуди суммаи °+° 4560  менависем, он гоњ 

=°⋅°−°⋅°=°+°=° 45sin60sin45cos60cos)4560cos(105cos  

( )31
4
2

2
3

2
1

2
2

2
2

2
3

2
2

2
1

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⋅−⋅=  мешавад. 

 

1. Формулаи косинуси фарќи ду кунљро нависед. 
2. Формулаи косинуси суммаи ду кунљро нависед. 
3. Теоремањои косинуси фарќ ва суммаи ду кунљро баён 
кунед. 

Расми 2 

?  
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49. 75°-ро чун суммаи 30°+45° навишта °75cos -ро њисоб кунед. 
50. Аз формулањои фарќ ва суммаи косинуси ду кунљ истифода 
карда, ифодаи )cos()cos( βαβα −++ -ро њисоб кунед. 

51. Бо ёрии формулањои фарќ ва суммаи косинуси ду кунљ, 
ифодањои зеринро табдил дињед:   

а) ;
4

cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ϕπ

  б) .cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ϕπ

4
 

52. Аз формулањои фарќ ва суммаи косинуси ду кунљ истифода 
бурда, баробарињои зеринро исбот кунед: 

.sin
2

3cos);cos)cos() ααπααπ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=− бa  

53. 135°-ро чун суммаи 45°+90° навишта °135cos -ро њисоб кунед. 
54. Ифодаи зеринро содда кунед: 

.
6

cos2cos3);sin3
3

cos2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πααααπ бa  

55. Ќимати ифодаро ёбед: 

),cos());cos() βαβα −+ ба  агар ,
5
4cos,

17
8sin == βα  α ва β 

кунљњои чоряки якум бошанд. 
56. Ќимати ифодањоро ёбед: 

°⋅°−°⋅°
°⋅°+°⋅°°⋅°−°⋅°
°⋅°+°⋅°°°−°⋅°

58sin32sin58cos32cos)
63cos18sin63cos18cos);24cos36sin24cos36cos)
17sin107sin17cos107cos);31sin24sin31cos24cos)

д
гв
ба

 

57. Ифодаро содда кунед: 

).30cos()30cos());60cos()60cos()

;
4

sin
4

sin
4

cos
4

cos)

;sin2sincos2cos)

αααα

βπβπβπβπ
ϕϕϕϕ

−°−+°+°+−°

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

гв

б

a

 

58. Айниятро исбот кунед: 

βαβαβα 22 sincos)cos()cos() −=−⋅+а  

βαβαβα sinsin2)cos()cos() 2 −=+−−б  
Машќњо барои такрор 

59. Амалњоро иљро кунед: 
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.
3

43:
124
16)

3
5

5
34)

2222

−
−+

+
−

+
−

⋅
−

++
x

xx
x

xб
x

xx
x

xxа  

60. Аломати ифодаи зеринро муайян кунед: 

;140sin))1230cos();910sin);73cos)
);401sin();301sin);273sin);153sin)
°°−°°

°−°°°
зжед

гвба
 

61. Исбот кунед, ки 

мешавад.ααα
αααα

244

2222

sin21sincos)

;
cossin

1
sin

1
cos

1)

−=−
⋅

=+

б

а
 

62. Нобаробариро њал кунед: 

.125,1
4

35);
15
7

3
18,0) +<

−
−< xxбxxа  

63. Ду мошин кореро дар муддати 20 соат иљро карданд. Мошини 
дуюм ин корро назар ба мошини якум 9 соат тезтар иљро 
мекунад. Њар як мошин ин корро дар чанд муддат иљро 
мекунад? 

 
9. Синуси сумма ва фарќи кунљњо 

Теоремаи 1. Синуси суммаи ду кунљ ба њосили зарби синуси кунљи 
якум бар косинуси кунљи дуюм плюс њосили зарби косинуси кунљи якум 
бар синуси кунљи дуюм баробар аст: 

βαβαβα sincoscossin)sin( +⋅=+   (3) 
Исбот. Аз формулаи (2) ва формулањои мувофиќоварї (ниг. 

Алгебра 9 §3) истифода бурда њосил мекунем: 

βαβαβαπβαπ

βαπβαπβα

coscoscossinsin
2

sincos
2

cos

2
cos)(

2
cos)sin(

⋅+⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−=+

 

Пас, βαβαβα sincoscossin)sin( +⋅=+  

Мисоли 1. °105sin -ро њисоб мекунем. 
Њал. 105°-ро ба намуди суммаи 60°+45° менависем. 
Он гоњ 

=°⋅°+°⋅°=°+°=° 45sin60cos45cos60sin)4560sin(105sin  
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( )13
4
2

2
1

2
3

2
2

2
2

2
1

2
2

2
3

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅+⋅=  мешавад. 

Теоремаи 2. Синуси фарќи ду кунљ ба њосили зарби синуси кунљи 
якум бар косинуси кунљи дуюм минус њосили зарби косинуси кунљи 
якум бар синуси кунљи дуюм баробар аст: 

βαβαβα sincoscossin)sin( −⋅=−  
Исбот. Чунин рафтор мекунем: 

βαβα
βαβαβαβα

sincoscossin
)sin(cos)cos(sin))(sin()sin(

−⋅=
=−⋅+−⋅=−+=−

 

Пас, ( ) βαβαβα sincoscossinsin ⋅−⋅=− мешавад. 

Мисоли 2. Синуси 75°-ро њисоб мекунем. 
Њал. 75°-ро ба намуди фарќи 90°-15° менависем. Он гоњ 

4
26

4
260

4
261

15sin90cos15cos90sin)1590sin(75sin

+
=

−
⋅−

+
⋅=

=°⋅°−°⋅°=°−°=°
 

(cos15° дар сањ. 33 нишон дода шуда буд) 

 
64. 135°-ро чун суммаи 45°+90° навишта °135sin -ро њисоб кунед. 
65. Ифодањоро бо ёрии формулањои тригонометрии љамъ ва фарќ 

табдил дињед: 

.
6

sin);
4

sin) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

πϕπϕ ба  

66. Формулањои љамъро истифода карда санљед, ки: 

ααπααπ sin)sin();cos
2

sin) −=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ба  

67. Ифодаро содда кунед: 

.sin
4

sin2);cos
4

sin2) απαααπ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ба  

68. α ва β кунљњои чоряки II ва .
17
15cos,

5
4sin −== βα  

1. Формулаи синуси суммаи ду кунљро нависед. 
2. Формулаи синуси фарќи ду кунљро нависед. 
3. Теоремањои синуси сумма ва фарќи ду кунљро баён 
кунед. 

?  
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Ёбед: а) );sin( βα +   б) ).sin( βα −  
69. Ифодаро содда кунед: 

.52sin137cos52cos137sin);12sin38cos12cos38sin) ⋅°−°⋅°°⋅°+°⋅° ба  
70. Њисоб кунед: 

.68sin278cos68cos278sin);9sin21cos9cos21sin)
;21sin51cos21cos51sin);27sin63cos27cos63sin)
°⋅°−°⋅°°⋅°+°⋅°

⋅°−°⋅°°⋅°+°⋅°
гв
ба

 

71. Содда кунед: 
).60sin()60sin());30sin()90sin() °−−°++°+−° αααα ба  

72. Айниятро исбот кунед: 

.sincoscossin)sin()sin()
;cossin2)sin()sin()

2222 βαβαβαβα

βαβαβα

⋅−⋅=−⋅+

⋅=−++

б
а

 

73. Содда кунед: 

.
sinsin)cos(
sinsin)cos();

sincos)sin(
sincos)sin()

βαβα
βαβα

βαβα
βαβα

−−
++

+−
−+ ба  

Машќњо барои такрор 
74. Ќимати ифодањоро ёбед: 

);210cos();240sin));570cos();480sin) °−°°−° гвба  
75. Нобаробариро њал кунед: 

.0)4)(5,12(6);75)5)(4() ≥−+−≤−++ xxбxxа  
76. Ифодаро содда кунед: 

.
6

cos2cos3);sin3
3

cos2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πααααπ бa  

77. Пиёдагард роњи АВ – ро тай намуда, њисоб кард, ки ў агар соате 
0,8 км зиёдтар роњ мегашт, ба В як соат пештар омада мерасид 
ва агар соате 0,8 км камтар роњ мегашт, ба В якуним соат дертар 
омада мерасид. Масофаи АВ – ро ёбед. 

 
10. Тангенси сумма ва фарќи кунљњо 

Теорема. Барои њар гуна ќиматњои имконпазири кунљњои α ва β 
формулаи зерин дуруст аст: 

βα
βαβα

tgtg
tgtgtg
⋅−

+
=+

1
)(     (4) 

Шарњ. Ќимати имконпазири α ва β њамон ќиматњое мебошанд, 
ки барои онњо тангенсњои кунљњои α ва β, инчунин α+β маъно 
доранд. Аз ин љо маълум мешавад, ки ин камонњо набояд дар 
охирњои диаметрї амудї тамом шаванд ва он гоњ барои њар яке аз 
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се камоне ки дида мебароем, ќимати косинус ба нул баробар нест. 
Яъне тангенси њар се камон адади охирнок аст. 

Исбот. Мувофиќи таърифи тангенс (ниг. Алгебра 9 п. 29) ва  
тасдиќи теоремањои 2 ва 3 (§1. п.1) 

βαβα
βαβα

βα
βαβα

sinsincoscos
sincoscossin

)cos(
)sin()(

−
+

=
+
+

=+tg  аст. 

Сурат ва махраљро ба 0coscos ≠βα  таќсим мекунем: 

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
tgtg

tgtgtg
⋅−

=
−

+
+

=+
1

coscos
sinsin

coscos
coscos

coscos
sincos

sincos
)sin(

)(  

Дар формулаи (4) β - ро бо -β иваз намуда, аз хосияти тоќ 
будани тангенс истифода бурда, њосил мекунем: 

.
1)(1

)())(()(
βα
βα

βα
βαβαβα

tgtg
tgtg

tgtg
tgtgtgtg

+
−

=
−−
−+

=−+=−  

Њамин тавр: 

βα
βαβα

tgtg
tgtgtg

+
−

=−
1

)(    (5) 

Мисоли 1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +απ

4
tg -ро њисоб мекунем. 

Њал. .
1
1

4
1

4
4 α

α

απ

απ

απ
tg
tg

tgtg

tgtg
tg

−
+

=
⋅−

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Мисоли 2. Тангенси 150°-ро њисоб мекунем. 
Њал. 150°-ро ба намуди фарќи 180°-30° менависем, он гоњ 

3
1

301801
30180)30180(150 −=

°⋅°+
°−°

=°−°=°
tgtg

tgtgtgtg  мешавад. 

Мисоли 3. °240sin - ро ва °135tg -ро њисоб мекунем. 

Њал. °240 -ро ба намуди суммаи °+° 60180  менависем. Он гоњ 
мувофиќи формулаи (3) 

=°⋅°+°⋅°=°+°=° 180cos60sin60cos180sin)60180sin(240sin  
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2
3)1(

2
3

2
10 −=−+⋅=  мешавад. 

135°-ро ба намуди фарќи °−° 45180  менависем. Он гоњ аз рўи 
формулаи (5) 

1
101

10
451801

45180)45180(135 −=
⋅+

−
=

°⋅°+
°−°

=°−°=°
tgtg

tgtgtgtg  

мешавад. 

 
 

78. Агар 
3
4

=αtg  ва 
3
4

=βtg  бошад )( βα +tg -ро ёбед. 

79. Њисоб кунед: °° 75)15) tgбtgа  

80. .
3
1;

2
1

== βα tgtg  Ёбед: ).());() βαβα −+ tgбtgа  

81. Њисоб кунед: 

.
2152
15221);

10201
1020)

°⋅°
°+°+

°⋅°−
°+°

tgtg
tgtgб

tgtg
tgtgа  

82. Њисоб кунед: 

.
42721

4272);
23221

2322)

;

12
5

3
21

12
5

3
2

);

15
4

15
1

15
4

15)

°⋅°+
°−°

°⋅°−
°+°

⋅+

−

⋅−

+

tgtg
tgtgг

tgtg
tgtgв

tgtg

tgtg
б

tgtg

tgtg
а

ππ

ππ

ππ

ππ

 

83. а) Агар 2,1=αtg  ва 7,0=βtg  бошад, )( βα +tg  ва )( βα −tg  -
ро ёбед. 
б) Агар 2,0−=αtg  ва 5,1=βtg  бошад, )( βα +tg  ва )( βα −tg  
-ро њисоб кунед. 

84. Айниятро исбот кунед: 

1. Формулаи тангенси суммаи ду кунљро нависед. 
2. Формулаи тангенси фарќи ду кунљро нависд. 
3. Теоремаи сумма ва фарќи тангенси ду кунљро баён 
намоед. 

4. Ќиматњои имконпазири α ва β -ро, ки барои онњо 
тангенс маъно дорад шарњ дињед. 

?  
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.
coscos

)sin();
41

1 βα
βα

βααπ
α
α tgtgбtg

tg
tg

+=
⋅
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−
+

 

85. Содда кунед: 

.1

36
5

9
81

36
5

9);1

88
1

88)

;2
)()(

)

;)()()

−
⋅+

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
−
−

+
+
+

⋅+−−−+

ππ

ππ

απαπ

απαπ
βα
βα

βα
βα

βαβαβαβα

tgtg

tgtg
г

tgtg

tgtg
в

tg
tgtg

tg
tgtgб

tgtgtgtgtgtgа

 

Машќњо барои такрор 
86. Ќимати ифодањоро ёбед: 

.810sin;570sin;330cos;300sin °°°°  

87. Ќимати )sin( βα +  ёфта шавад, агар 
5
4cos,

17
8sin == βα  

буда, α ва β кунљњои чоряки якум бошанд. 
88. Системаи муодилањоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

−=+
=−+

⎩
⎨
⎧

=−
=−+

123
93

)
12

11
)

222

yx
yxyx

б
yx

yxyx
а  

89. Њосили зарби ду адад аз суммаи онњо 15 маротиба калон аст. 
агар ба адади якум дучанди адади дуюмро љамъ кунем, 100 
њосил мешавад. Ин ададњоро ёбед. 

11. Формулањои кунљњои дучанда 
Ифодањои αα 2cos,2sin  ва α2tg -ро ба воситаи функсияи 

тригонометрии кунљи α  ифода мекунем. 
Дар формулаи љамъ барои косинус (ниг. ба п.8) βα =  

њисобида, њосил мекунем: 

.sincossinsincoscos)cos(2cos 22 ααααααααα −=−=+=  
Бинобар ин, косинуси кунљи дучанда ба фарќи квадратњои 

косинус ва синуси кунљ баробар аст. 

ααα 22 sincos2cos −=
Дар формулаи љамъ барои синус (ниг. ба п.9) βα =  њисобида, 

њосил мекунем: 
.cossin2sincoscossin2sin ααααααα ⋅=−=  
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Њамин тавр, синуси кунљи дучанда ба њосили зарби дучандаи 
синус ва косинуси кунљи додашуда баробар аст. 

.cossin22sin ααα ⋅=
Монанди ин формула аргументи дучанда барои тангенс 

бароварда мешавад: 

α
αα 21

22
tg
tgtg

−
=  

Мисоли 1. Ифодањои тригонометрии α3cos -ро ба воситаи 
функсияи тригонометрии кунљи α  ифода мекунем. 

Њал. =⋅−⋅=+= ααααααα sin2sincos2cos)2cos(3cos  

⋅−=⋅⋅−−= αααααααα 2322 sin3cossincossin2cos)sin(cos  

α2sin⋅ -ро ба α2cos1−  иваз карда њосил мекунем: 

.cos3cos43cos 3 ααα −=  
Мисоли 2. Ифодањои тригонометрии α3sin -ро ба воситаи 
функсияи тригонометрии кунљи α  ифода мекунем. 

Њал. 
⋅=⋅+⋅=+= αααααααα sin2sin2coscos2sin)2sin(3sin  

.sin4sin3sinsin)sin1(3
sinsincos3sin)sin(coscos

332

32222

ααααα

ααααααα

−=−−=

=−⋅=−+⋅
 

Мисоли 3. 
4
3

=αtg  дода шуда аст ва αα 2;270180 tg°<<°  -ро 

меёбем. 

Њал. .
7
33

7
24

16
916

2
3

16
91

4
32

1
22 2 ==

−
=

−

⋅
=

−
=

α
αα

tg
tgtg  

Мисоли 4. Дода шуда аст: 
°<<°= 908,0sin αα  

ααα 2);2cos);2sin) tgвба -ро њисоб мекунем. 

Њал. а) 6,064,01sin1cos 2 =−=−= αα  

Ќимати функсияи αsin  ва αcos  -ро дар формулаи 
ααα sincos22sin ⋅=  гузошта њосил мекунем: 

.96,08,06,022sin =⋅⋅=α  
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б) Ќимати функсияи αsin  ва αcos  -ро дар формулаи 

ααα 22 sincos2cos −=  гузошта њосил мекунем: 

.28,0)8,0()6,0(2cos 22 −=−=α  

в) Ќимати α2sin  ва α2cos  -ро дар формулаи 
α
αα

2cos
2sin2 =tg  

гузошта њосил мекунем: 

.
7
33

7
24

28,0
96,02 −=−=−=αtg  

 
 

90. 8,0cos −=α  ва α кунљи чоряки II аст. Ќимати α2sin  -ро ёбед. 

91. Ифодаи αααα cossincossin 33 ⋅−⋅  -ро содда кунед. 
92. Ифодаро содда кунед: 

.cos
sincos

2cos);2coscos)

;sin2cos);sin
cos

2sin);
2sin

sin2);
sin

2sin)

2

2
2

α
αα

ααβ

ααβ
β
β

α
α

α
α

−
+

−

+−

ед

гвба
 

93. Касрро ихтисор кунед: 

.
18cos

18sin36cos);
40sin40cos

80cos)

;
50sin

100sin);
20sin
40sin)

2

°
°+°

°+°
°

°
°

°
°

гв

ба
 

94. Ифодаро содда кунед: 

.
18cos

18sin36cos);
50cos

100sin)

;
20cos2

40sin);sin2cos)

2

2

°
°+°

°
°

°
°

+

гв

ба αα
 

95. Ифодаро содда кунед: 

.sin2cos);cos
sincos

2cos);
2cos
4sin) ββα

αα
α

α
α 2+−

−
вба  

1. Формулаи кунљи дучандаро барои тангенс нависед. Онро 
исбот намоед. 
2. α2sin  ва α2cos  -ро ба воситаи а) ;sinα  б) αcos  
ифода намоед. 

?  



 43

96. Ифодаро содда кунед: 

.75sin75cos);165cos165sin2) 22 °−°°° ба  
97. Ифодаро содда кунед: 

.
sin2

2
2

sin1
);

sincos
4cos1)

;
sin2

2cos1);
2cos1

2sin)

22 β

βπ

ββ
β

β
β

β
β

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
+

−
+

гв

ба

 

98. Айниятро исбот кунед. 

.22sin))(;2cos2sin)
;4sin2coscossin4);12sin)cos)(sin 2

=+⋅=−
==−+

ααααααα
ααααααα

ctgtgгtgtgв
ба

 

99. Њисоб кунед: 

.22)45()45();80cos40cos20cos)

;
12
7sin

12
7cos);105cos105sin) 22

ααα

ππ

tgtgtgгв

ба

−−++°⋅°°

−°⋅°
 

100. Айниятро исбот кунед: 

( )
( ) .4sin2coscossin4);12sincossin)

;2cos2sin);2sin1cossin)

;3
5coscos
5sinsin);

2cos1
2sin)

2

2

ααααααα

ααααααα

α
αα
ααα

α
α

=⋅⋅=−+

⋅=−−=−

=
+
+

=
+

ед

tgtgгв

tgбtgа

 

Машќњо барои такрор 
101. Ќимати ифодаро ёбед: 

.0sin5270cos3902);
751

752)

;
151

152);180590sin40cos2) 2

°+°−°
°−
°

°−
°

°+°−°

tgг
tg

tgв

tg
tgбtgа

 

102. Системаи нобаробарињоро њал намоед: 

⎩
⎨
⎧

>+−−
<−−+

⎩
⎨
⎧

<−−−
>+−−

0)1(3)46(2
0)52(83

)
0)10(413
0)1(2)1(4

)
xx

xx
б

xx
xx

а  

103. Суммаро, ки љамъшавандањояшон аъзоњои пайдарпаи 
прогрессияи арифметикианд, њисоб кунед: 

).155(...758595);198...1062) −++++++++ ба  
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12. Формулањои тригонометрии нисфи кунљ 

Функсияи тригонометрии кунљи 
2
α

-ро бо воситаи функсияњои 

тригонометрии кунљи α  ифода менамоем. 
Дар формулаи косинуси аргументи дучанда (ниг. ба п.11) α -ро 

бо 
2
α

 иваз мекунем: 

2
sin

2
coscos 22 ααα −=     (1) 

Айнияти асосии 

2
sin

2
cos1 22 αα

+=     (2) 

ро илова карда, (1) ва (2)-ро аъзо ба аъзо љамъ ва тарњ намуда, ба 

αααα cos1
2

sin2;cos1
2

cos2 22 −=+=  

соњиб мешавем. Аз ин љо, 

2
cos1

2
cos αα +

±=     (3) 

2
cos1

2
sin αα −

±=     (4) 

мешавад. 
Айнияти (4)-ро ба айнияти (3) аъзо ба аъзо таќсим карда, њосил 

мекунем: 

α
αα

cos1
cos1

2 +
−

±=tg     (5) 

Дар формулањои (3) – (5) аломати пеш аз реша буда мувофиќан 

ба он њолате, ки дар кадом чоряк кунљи 
2
α

 тамом шудааст, интихоб 

карда мешавад. 

Мисоли 1. )'sin(sin 3022
8

°=
π

 ва )'cos(cos 3022
8

°=
π

- ро 

њисоб мекунем. 
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Њал. Аз баски 
2
245cos

4
cos =°=

π
 мебошад, кунљи '3022°  

дар чоряки якум тамом мешавад ва косинусу синуси он кунљњо 
мусбатанд. 

Бинобар ин ,
2

22
2

2
21

8
cos +

=
+

=
π  .

2
22

2
2
21

8
sin −

=
−

=
π  

Мисоли 2. 
5
3sin −=α  дода шуда аст, ки дар он љо παπ

2
3

<<  

мебошад; 
2

,
2

sin,
2

cos ααα tg - ро њисоб мекунем. 

Њал. .
5
4

25
16

25
91cos −=−=−−=α  Аз баски 

2
α

 дар чоряки 

дуюм тамом мешавад, бинобар ин ,0
2

cos <
α

 0
2

sin >
α

 ва 

0
2
<

αtg  аст. Аз ин љо,  

;
10
10

2
5
41

2
cos −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

−=
α

    ;
10

103
2

5
41

2
sin =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

=
α

 

3
2

−=
αtg  мебошад. 

Мисоли 3. 
12

sin π
- ро меёбем. 

Њал. .32
2
1

2
2
31

2
6

cos1

12
sin −=

−
=

−
=

π
π

 

(Ќимати реша мусбат аст, зеро 
12
π

 кунљи чоряки I буда, 0
12

sin >
π

 

мебошад). 

Мисоли 4. 
8

5πtg -ро меёбем. 
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Њал. мебинем, ки 
8

5π
 дар чоряки II мехобад. Бинобар ин 

0
8

5
<

πtg  аст, пас 

2
5 5 21 cos 1 cos 15 2 2 (2 2)4 4 2
5 58 4 22 2 21 cos 1 cos 14 4 2

tg

π π
π

π π

− + + + +
= − = − = − = − = =

−−+ − −

 

2( 2 2) ( 2 1).= − + = − +  

Мисоли 5. 8,0cos =α  ва 
2

0 πα <<  мебошад, ќиматњои 

2
,

2
cos,

2
sin ααα tg  - ро меёбем. 

Њал. Кунљи 
2
α

 дар чоряки якум воќеъ аст ва 

0
2

,0
2

cos,0
2

sin >>>
ααα tg  аст. Бинобар ин,  

мешавад.
3
1

9
1

8,01
8,01

2

;9,0
2

8,01
2

cos;1,0
2

8,01
2

sin

==
+
−

=

=
+

==
−

=

α

αα

tg
 

 
 

104. Агар: 

παπαπαπα 2
2

3,
5
3cos);

2
3,

13
12cos) <<=<<−= ба  

бошад, 
2

;
2

cos;
2

sin ααα tgва -ро ёбед. 

105. Њисоб кунед: 

1. Формулањо барои нисфи кунљро барои косинус, синус 
ва тангенс нависед. 

2. Тарзи њосилкунии ин формулањоро баён кунед. 
3. Дар ин формулањо аломати пеш аз реша ба чї асос 
карда мешавад?

?  
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12
);

12
cos);

12
17sin)

;
8

);cos
8
3sin);

10
13sin

10
sin4) 44

πππ

πππππ

tgедг

tgвба
8

3
−

 

106. Агар: 

°<<=°<<°= 9008,0cos);360270,
5
2cos) αααα ба  

бошад, 
2

cos,
2

sin αα
 ва 

2
αtg -ро ёбед. 

107. °<<°= 180908,0sin αα ва  дода шуда аст: 

2
);

2
cos);

2
sin) ααα tgвба -ро ёбед. 

108. Њисоб кунед: 

.
8

cos
8

5cos);
12

sin
12
7sin);45sin) ππππ

+−° вба  

109. 
2

cos,
2

sin αα
 ва 

2
αtg  - њисоб карда шавад, агар 8,0cos =α  

буда °<<° 270180 α  бошад. 
Машќњо барои такрор 

110. Ифодаро содда кунед: 

.);11:)
22

22

33

22

ba
aba

ba
aba

ba
baabб

b
b

ab
ba

baba
baа

+
−

−
+

⋅
+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

−
−

⋅
++

+
 

111. Муодилаи биквадратиро њал карда, суммаю њосили зарби 
решањои онро ёбед. 

 ;05015) 24 =+− xxa   012) 24 =−− xxб  

в) Агар: οοο ααα 1260);810);750) === вба бошад, 
ќиматњои синус, косинус, тангенси кунљи α -ро ёбед. 

г) οαπα 120;
6

7
==  бошад, ќимати ифодаи 

ααα 3cos2coscos ++ -ро ёбед. 
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112. Сайёњ 3 км роњи кўњї ва 5 км роњи њамворро дар 2 соат тай 
кард. Суръати сайёњ дар роњи кўњї нисбат ба роњи њамвор 2 
км/соат кам аст. Суръати сайёњро дар роњи кўњї ёбед. 
 

13. Формулањои ба сумма ва фарќ табдил додани 
њосили зарби функсияњои тригонометрї 

Айнияти зеринро аъзо ба аъзо љамъ мекунем (ниг. ба п.1): 
βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅+⋅=−    (1) 
βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅−⋅=+    (2) 

Њамин тариќ, 

2
)cos()cos(coscos βαβαβα ++−

=⋅    (3) 

мешавад. 
Њосили зарби косинуси ду кунљ ба нисфи суммаи косинуси фарќ 

ва косинуси суммаи кунљњои онњо баробар аст. 
Агар аз айнияти (1) айнияти (2) – ро аъзо ба аъзо тарњ кунем, 

формулаи шаклдигаркунии њосили зарби синусњоро њосил мекунем: 

2
)cos()cos(sinsin βαβαβα +−−

=⋅                 (4) 

Њосили зарби синуси ду кунљ ба нимфарќи косинуси фарќ ва 
косинуси суммаи кунљњњои онњо баробар аст. 

Формулањои βαβαβα sincoscossin)sin( +=+  ва 

βαβαβα sincoscossin)sin( −=−  - ро аъзо ба аъзо љамъ намуда, 
формулаи шаклдигаркунии синус ва косинусро њосил мекунем: 

2
)sin()sin(cossin βαβαβα −++

=⋅              (5) 

Њосили зарби синус ва косинуси ду кунљ ба нимсуммаи синуси 
сумма ва синуси фарќи кунљњои онњо баробар аст. 

Натиља. Агар βα =  бошад, пас аз (3-5) формулањои зерин 
њосил мешаванд: 

.2sin
2
1cossin;

2
2cos1sin;

2
2cos1cos 22 ααααααα =⋅

−
=

+
=  

Мисоли 1. Њосили зарби αα 4cos2cos ⋅ -ро ба сумма табдил 
медињем. 

Њал. .
2

2cos6cos2cos4cos αααα +
=⋅  
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Мисоли 2. 
2

4 2 2 2 1 cos 2 sin 2sin cos sin (sin cos )
2 4

1 1 cos 4 1(1 cos 2 ) (1 cos 2 cos 4 cos 2 cos 4 )
8 2 16
1 cos 6 cos 2 1 cos 2 cos 4 cos 61 cos 2 cos 4

16 2 16 32 16 32

α αα α α α α

αα α α α α

α α α α αα α

−
⋅ = ⋅ = ⋅ =

−⎛ ⎞= − = − − + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛ ⎞= − − + = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Мисоли 3. °⋅° 15cos75sin -ро ба сумма табдил медињем. 
Њал. аз формулаи (5) истифода мебарем: 

;
4

32
2

2
31

2
60sin90sin15cos75sin +

=
+

=
°+°

=°⋅°  

Мисоли 4. °⋅° 15sin45sin -ро ба сумма табдил медињем. 

Њал. .
4

13
4

2
1

2
31

2
60cos30cos15sin45sin −

=
−

=
°+°

=°⋅°  

 
 

113. Њосили зарбро ба сумма табдил дињед: 

.56cos18cos);40cos20cos);12cos18sin2)
;8sin22sin);14sin40sin);12cos42sin)
°⋅°°⋅°°⋅°

°⋅°°⋅°°⋅°
едг
вба

 

114. Ба сумма табдил дињед: 

).3cos()cos()
2

cos
2

sin)

15cos50sin);10cos20sin)

βαβαβα
−⋅−⋅

°⋅°°⋅°

гв

ба
 

115. Ба сумма табдил дињед: 

.
8

cos
10

sin);
8

sin
5

sin);
5

cos
10

cos)

;10cos20cos);
24
5cos

24
sin);15cos45cos)

ππππππ

ππ

⋅⋅⋅

°⋅°⋅°⋅°

едг

вба
 

116. Њосили зарбро ба сумма табдил дињед: 

1. Њангоми ба сумма табдил додани њосили зарби функсияњои 
тригонометрї кадом формулањо истифода бурда мешаванд? 
2. Формулањои ба сумма табдил додани ифодањои 
а) ;coscos βα ⋅  б) ;sinsin βα ⋅  в) βα cossin ⋅ -ро нависед. 

?  
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).cos()cos()cos(8)
;3sin2sinsin2));cos(cos)

);cos(2sin);2cos4sin);10sin20sin)

βγγαβα
αααβαα

βαααα

−⋅−⋅−
++

+⋅⋅°⋅°

е
дг

вба
 

117. Ба сумма табдил дињед: 

).cos()cos()cos(8);3sin2sinsin2)
;5cos3coscos4);16cos20cos18cos4)

;50cos40cos40sin2));cos()sin()

γβγαβαααα
ααα

βαβα

−⋅−⋅−⋅⋅
⋅⋅°⋅°⋅°

°⋅°⋅°−⋅+

ед
гв
ба

 

118. Ба сумма табдил дињед: 

24
5sin

24
sin);75cos105cos);15sin45cos2) ππ

⋅°⋅°°⋅° вба  

119. Ба сумма табдил дињед: 

.cos4));45(sin2));45(cos2);sin2) 4222 αααα гвба −°−  
120. Ба сумма табдил дињед: 

.43cos43cos);15sin50sin)
;5sin15cos);20cos30sin)
°⋅°°⋅°

°⋅°°⋅°
гв
ба

 

Машќњо барои такрор 
121. Сеаъзогии квадратиро ба зарбкунандањо људо кунед: 

.169);283);523) 222 ++−+−+ xxвxxбxxа  
122. Системаро њал кунед. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

94
29

)
922
1243

)
22

22

xy
yx

б
yxxy
xxxy

а  

123. Ќимати ифода ёфта шавад: 

.17sin107sin17cos107cos)
;55cos31sin24sin31cos24cos)

°⋅°+°⋅°
°−°⋅°−°⋅°

б
а

 

124. Ду гурўњи сайёњони љавонон аз Душанбе ва Тагоб, ки масофаи 
байни онњо 30 км аст, ба пешвози њамдигар баромаданд. Агар 
гурўњи якум нисбат ба гурўњи дуюм 2 соат пештар ба роњ 
барояд, он гоњ онњо баъд аз 2,5 соати ба роњ баромадани гурўњи 
дуюм вомехўранд. Агар гурўњи дуюм нисбат ба гурўњи якум 2 
соат пештар ба роњ барояд, он гоњ вохурї баъд аз 3 соати ба роњ 
баромадани гурўњи якум ба амал меояд. Гурўњи сайёњон бо 
кадом суръат њаракат мекунанд? 
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14. Формулањои ба њосили зарб табдил додани  
сумма ва фарќи функсияњои тригонометрї 

Формулањои табдил додани њосили зарби функсияњои 
тригонометрии якхела ба сумма ё фарќ имконият медињад, ки сумма 
ё фарќи онњо ба намуди њосили зарби функсияњои тригонометрї 
ифода карда шавад. 

Суммаи косинуси ду кунљ ба дучандаи њосили зарби косинуси 
нимсумма ва косинуси нимфарќи кунљњои онњо баробар аст: 

2
cos

2
cos2coscos βαβαβα −

⋅
+

=+  

Исбот. барои исбот тарафи рости баробарии охиронро ба сумма 
табдил додан кифоя аст. 

cos cos
2 2 2 22cos cos 2 cos cos

2 2 2

α β α β α β α β
α β α β α β

+ − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ = = +  

Се формулаи зерин низ бо њамин усул исбот карда мешавад: 

sin sin 2sin cos
2 2

α β α βα β + −
+ = ⋅  

Суммаи синуси ду кунљ ба њосили зарби дучандаи синуси 
нимсумма ва косинуси нимфарќи кунљњои онњо баробар аст. 

2
sin

2
sin2coscos βαβαβα −

⋅
+

−=−  

Фарќи косинуси ду кунљ ба минуси њосили зарби дучанди синуси 
нимсумма ва синуси нимфарќи кунљњои онњо баробар аст. 

2
sin

2
cos2sinsin βαβαβα −

⋅
+

=−

Фарќи синуси ду кунљ ба њосили зарби дучанди косинуси 
нимсумма ба синуси нимфарќи кунљњои онњо баробар аст. Ин чунин 
формулањои зерин љой доранд: 

βα
βαβα

coscos
)sin(

⋅
+

=+ tgtg  
 

βα
βαβα

coscos
)sin(

⋅
−

=− tgtg  

агар 0cos ≠α  ва 0cos ≠β  бошад .
2

,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠≠

πβπα  

Мисоли 1. °+° 50cos40cos  - ро ба њосили зарб табдил 
медињем. 
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Њал. =
°−°°+°

=°+°
2

4050cos
2

5040cos250cos40cos  

.5cos25cos45cos2 °=°⋅°=  
Мисоли 2. °+° 30cos20sin  - ро ба намуди њосили зарб табдил 

медињем: 
Њал. =°+°=°+° 60sin20sin30cos20sin  

.20cos40sin2
2

2060cos
2

2060sin2 °⋅°=
°−°°+°

 

Мисоли 3. 

.
3

12
5sin62

2
3

2
2

12
5sin

6
cos

4
cos

64
sin

64

ππ

ππ

ππ
ππ

=
⋅

=
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+ tgtg  

 
125. Ифодањоро ба њосили зарб табдил дињед: 

;20sin50sin) °+°а  ;10sin18sin) °−°б  в) ;14cos26cos °+°  

;19cos7cos) °−°г  д) ;16cos36sin °−°  е) .
12

cos
8

sin ππ
−  

126. Ба њосили зарб табдил дињед: 

а) ;
5

3
5

4 ππ tgtg −  б) ;
312
ππ tgtg +  в) ;3sin5sin αα −  

127. Ба њосили зарб табдил дињед: 
а) ;6cos4cos αα −  б) ;3 αα tgtg −  в) ;32 αα tgtg +  

128. Ба њосили зарб табдил дињед ва содда кунед: 

а) ;coscos 22 βα − б) ;
12

sin
10

sin ππ
+  в) ;

18
cos

8
cos ππ

−  

г) ;2sin4sin βα +  д) );40sin()40sin( αα −°−+°  

е) .4sin3sin2sinsin αααα +++  
129. Айниятро исбот кунед: 

1. Формулањои ба њосили зарб табдил додани сумма 
ва фарќи синусњо, сумма ва фарќи косинусњоро 
нависед ва онњоро исбот кунед. 
2. Сумма ва фарќи тангенсњои ду кунљро дар кадом 
њолат ба њосили зарб табдил додан мумкин аст? 

?  
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а) ;
2coscos

sinsin βα
βα
βα +
=

+
+ tg  б) ;

4
cos2cossin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

πααα  

в) ;
4

cos2cossin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

πααα  г) ;
4

sin2cossin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−

πααα  

Машќњо барои такрор 
130. Њосили зарбро ба сумма табдил дињед: 

а) ;10cos20sin °⋅°  б) ;5sin15cos °⋅°  

в) ;15sin50sin °⋅°  г) .45cos43cos °⋅°  
131. Ќимати ифодаро ёбед: 

а) ;
24

3
2

3cos2sin2 ππππ ctgtg −+−  б) 

.
363

cos3
4

sin ππππ ctgtg +−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

132. Нобаробариро њал кунед: 

а) ;04822 >−− xx  б) .01543 2 >−− xx  
133. Асоси секунља аз баландиаш 5 см зиёд буда, масоњаташ ба 42 

см2 баробар аст. Асос ва баландии секунљаро ёбед. 
 

§4. Табдилдињии айниятии ифодањои тригонометрї 
Хосиятњо ва графики функсияњои тригонометрї 
15. Формулањое, ки функсияњои тригонометриро  
ба воситаи тангенси нисфи кунљ ифода мекунанд 

Дар алгебраи синфи 9 айниятњои асосии тригонометрии 

,1cossin 22 =+ αα  ,
cos
sin

α
αα =tg  

α
αα

sin
cos

=ctg  - ро ба 

табдилдињии ифодањои тригонометрї истифода бурда будем (ниг. 
алгебра 9. §2 п. 31). Њоло табдилдињињои нисбатан мураккабро 
меомўзем. Функсияњои тригонометрии синус, косинус, тангенс ва 
котангенс ба мо имконият медињанд, ки як ифодаро ба тарзњои 
гуногун нависем. Савол ба миён меояд, ки оё мумкин нест, ки ягон 
функсияро гирифта, функсияњои боќимондаро ба воситаи он ифода 
намоем. Агар ба сифати ин гуна функсия синусро гирем, он гоњ дар 
бисёр фомулањо решаи квадратї њосил мешавад. Масалан, агар 

α2sin  - ро ба воситаи αsin  ифода намоем, он гоњ њосил мекунем: 

ααααααα 22 sin1sin2)sin1(sin2cossin22sin −±=−±=⋅=  
Ин гуна формулањо барои истифода ноќулай мебошанд. Агар ба 
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сифати ин гуна функсия 
2
αtg  - ро гирем, он гоњ ,sinα  ,cosα  ,αtg  

αctg  ба таври ратсионалї, яъне бе решаи квадратї ба воситаи он 
ифода карда метавонем. Њоло ин формулањоро меорем: 

,
2

cos
2

sin2
2

2sinsin αααα ⋅==  

.
2

sin
2

cos
2

2coscos 22 αααα −==  

Адади 1 – ро ба намуди 
2

cos
2

sin1 22 αα
+=  ифода намуда 

формулањои болоиро ин тавр менависем: 

,

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

2
2sinsin

22 αα

αα
αα

+

⋅
==  .

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

2
2coscos

22

22

αα

αα
αα

+

−
==  

Сурат ва махраљи њар кадоме аз касрњоро ба 0
2

cos2 ≠
α

 таќсим 

карда, баъд 

2
cos

2
sin

2

2

α

α

 - ро ба 
2

2 αtg  ва 

2
cos

2
sin

2

2

α

α

 - ро ба 
2
αtg  иваз 

намуда, ба ифодањои зерин соњиб мешавем: 

2

2
2sin ;

1
2

tg

tg

α

α α=
+

 
 

2

2

1
2cos ;

1
2

tg

tg

α

α α

−
=

+

 
 

2

2
2 ;

1
2

tg
tg

tg

α

α α=
−

 
 21

2 .
2

tg
ctg

tg

α

α
α

−
=

 
Ин формулањоро истифода бурда, функсияи 

cbay ++= αα cossin  - ро ба таври ратсионалї ба воситаи 
2
αtg  

ифода мекунем. 

Мисоли 1. 1cos3sin2 −+ αα  - ро ба воситаи 
2
αtg  - ифода 

мекунем. 
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Њал. =−
+

−
−+

+
=−+ 1

2
1

2
1

33

2
1

2
2

21cos3sin2
2

2

2 α

α

α

α

αα
tg

tg

tg

tg
 

.

2
1

2
2

4
2

4

2
1

2
1

2
3

2
4

2

2

2

22

α

αα

α

ααα

tg

tgtg

tg

tgtgtg

+

++−
=

+

−−−+
=  

Мисоли 2. ααα 24cos4sin tg⋅+  - ро њангоми 42 =αtg  будан 
њисоб мекунем. 

Њал. =⋅
+
−

+
+

=⋅+
αα

α
α

αααα
2
1

21
21

21
2224cos4sin 2

2

2 tgtg
tg

tg
tgtg  

.
4
1

417
17

417
1532

4
1

17
15

17
8

4
1

161
161

161
42

=
⋅

=
⋅
−

=⋅−=⋅
+
−

+
+
⋅

=  

Мисоли 3. αα 44 cossin −  - ро њангоми 5,0
2
=

αtg  будан њисоб 

мекунем. 

Њал. ( ) ( )⋅+−=−−=− αααααα 224444 sincossincoscossin  

( ) ;
5
3

4
11

4
11

2
1

2
1

cos2cossincos
2

2

22 =
+

−
=

+

−
=⋅−=−⋅

α

α

αααα
tg

tg
 

25
71

25
921cos22cos 2 −=−⋅=−= αα  

Њамин тариќ, 
25
7cossin 44 −=− αα  мебошад. 

 
134. Њисоб кунед: 

а) ,4sin α  агар ;32 =αtg  б) ,4cos α  агар ;82 =αtg  

1. Формулањое, ки ,sinα  ,cosα  αtg  - ро ба воситаи 
тангенси нисфи кунљ ифода мекунад, нависед. 

2. Ин формулањо дар кадом њолат маъно доранд? 
? 
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в) ,,,cos,sin αααα ctgtg  агар 5,0
2
=

αtg  бошад. 

135. Ёбед: 

а) ,sincos αα +  агар ;3
2
=

αtg  б) ,cossin αα −  агар 3
2
=

αtg  

бошад. 
136. Кадоме аз инњо калонанд: 

α2tg  ё αtg2 , ки дар ин љо °<<° 900 α  буда, °≠ 45α  аст? 

137. Дода шуда аст: ;4,2,75,0 =−= βα tgtg  ;18090 °<<° α  

.900 °<<° β  

Ёбед: а) );2sin( βα −  б) )2cos( βα +  - ро. 

138. αsin  ва αcos  - ро њисоб кунед, агар 4,2
2

−=
αtg  ва 

°<<° 135
2

90 α
 бошад. 

Машќњо барои такрор 
139. Ќимати ифодаро ёбед: 

а) ;
22sin68sin
22cos68cos
°−°
°−°

  б) .
110cos30cos
110sin130sin

°+°
°+°

 

140. α2sin  - ро њисоб кунед, агар 
3
1sin =α  ва 

2
0 πα <<  бошад. 

141. Суммаи ду адад ба 20 ва њосили зарбашон ба 96 баробар аст. ин 
ададњоро ёбед. 

 
16. Функсияњои тригонометрии  

аргументи ададї ва хосиятњои онњо 
Дар мавзўъњои гузашта функсияњои тригонометриро омўхтем, 

ки аргументи онњо аз кунљ ва камонњо иборат буданд. Акнун 
функсияњои тригонометрии аргументи ададиро дида мебароем. 

Масалан, агар мо дар бораи функсияи квадратии 2axy =  сухан 
ронем, он гоњ х танњо ададро ифода мекунад. 

Масалан, он адад дар ќонуни Љоул – Лентс )( 2JRQ =  
муќовимати занљири электрониро ифода мекунад. 

Таъриф. Синуси адади х гуфта, адади ба синуси кунљи х радиан 
баробарро меноманд. Косинуси адади х гуфта ба косинуси кунљи х 
радиан баробарро меноманд. 
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Айнан њамин тавр дигар функсияњои тригонометрии 
аргументашон ададї муайян карда мешавад. Масалан 3cos  (яъне 
косинуси адади 3) косинуси кунљест, ки бо 3 радиан чен карда 
мешавад, 5,0sin  синуси кунљеро ифода мекунад, ки вай ба 0,5 

радиан баробар аст, 2,1cos  косинуси кунљеро ифода мекунад, ки он 

ба 1,2 радиан баробар аст, ,1)1()(cos tgtgtg −=−=π  ки дар ин љо 

1tg  тангенси кунљеро ифода мекунад, ки он ба 1 радиан баробар 
аст. 

Дар ин љо хосиятњои функсияњои тригонометрии аргументи 
ададиро меомўзем. 

Чи тавре, ки мо медонем, у функсияи аргументи х мебошад, ки 
ин чунин маъно дорад: ќонуни мувофиќати байни таѓйирёбандањо 
мављуд аст, ки аз рўи он ба њар гуна ќимати аргументи х ягон 
ќимати муайяни функсияи у мувофиќ меояд. Ин мувофиќкуниро мо 
рамзан )(xfy =  менависем. 

Маљмўи њамаи ќиматњои аргумент, ки барояшон функсия дорои 
маъно аст, соњаи муайянии функсия номида мешавад. 

Функсияњои тригонометрї соњаи зерини муайянї доранд: 
а) Њар яке аз функсияњои αcos  ва αsin  ќимати муайян доранд. 

Дар њаќиќат, дар давра аз нуќтаи аввалаи )0;1(0P  сар карда, 

камони ба адади дилхоњи α  ченшвандаро кашидан мумкин аст. 
(Расми 3). 

Инак, маљмўи ададњои њаќиќї соњаи муайянии функсияњои cosα ва 
sinα аст. 

б) Функсияи αtg  барои камони дилхоњ ѓайр аз камонњое, ки бо 

ададњои ππ k+
2

 тангенс надорад. Ин аз таърифи тангенс њамчун 

нисбати синус бар косинус бармеояд. 

Маљмўи њамаи ададњои њаќиќие, ки ба ππ k+
2

 баробар нестанд, 

яъне фосилањои беохир бисёри …, )
2

5;
2

3...(),
2

3;
2

(),
2

;
2

( ππππππ
−  

соњаи муайянии тангенс мебошад. 
в) Маљмўи њамаи ададњои њаќиќие, ки ба πk  баробар набуда, 

яъне фосилањои беохир бисёри …, )2;(),;0(),0;( ππππ− …, соњаи 

муайянии функсияи ctgα мебошад. 
(камонњои бо πk  ченшаванда котангенс надоранд). 



 58

Расми 3 

Хосиятњои мањдудї ва номањдудии 
функсияњои тригонометриро муоина 
менамоем. 

Агар чунин адади мусбати М мављуд 
бошад, ки барои њамаи ќиматњои аргумент 
бузургии мутлаќи функсия аз адади М 
калон набошад, функсияи мањдуд номида 
мешавад. Агар бузургии мутлаќї функсия 
њаргуна ќимати калон гирифта тавонад, он 
гоњ вай номањдуд номида мешавад. 

Функсияњои cosα ва sinα мањдуд 
мебошанд, чунки бузургии мутлаќи ќиматњои онњо аз 1 калон шуда 
наметавонанд: 

,1cos ≤α  .1sin ≤α  

Функсияњои tgα ва ctgα номањдуданд, чунки њар яки онњо 
ќимати дилхоњи њаќиќї гирифта метавонанд. 

Ин тасдиќот аз айниятњои асосии тригонометрии 
α
αα

cos
sin

=tg  

ва 
α
αα

sin
cos

=ctg  бармеояд. 

Мисоли 1. Кадоме аз ин ададњо мусбат ва кадоме манфианд: 
.2sin),68cos();68sin(,375cos;267cos,67sin °−°−°°°  

Њал. ,067sin >°  чунки кунљи °67  дар чоряки якум љойгир аст. 

Дар ин маврид синус мусбат хоњад буд. 0267cos <°  чунки 
°267  дар чоряки сеюм љойгир аст, ки дар он љо косинус манфї 

мебошад. 
,0375cos >°  чунки кунљи °375  дар чоряки якум љойгир аст, 

дар ин чоряк косинус мусбат аст. 
,0)68sin( <°−  чунки °− 68  дар чоряки чорум љойгир аст, дар 

ин љо синус манфї аст. 
,0)68cos( >°−  чунки °− 68  дар чоряки чорум љойгир мебошад, 

дар ин љо косинус мусбат аст. 
,02sin >  чунки кунље, ки бузургиаш ба 2 радиан баробар аст, 

дар чоряки дуюм љойгир мебошад, ки дар ин љо синус мусбат аст. 

.0'3115sin
14,3

360sin1802sin2sin >°=
°

=
°⋅

=
π

 

Мисоли 2. Аломати ифодањоро муайян мекунем: 
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а) ;3sin  б) ;6cos  в) ;9tg  г) ;12ctg  д) );5cos(−  

е) );10(−tg  ж) );15sin(−  з) ).20(−ctg  

Њал. 03sin >  зеро кунље, ки бузургиаш ба 3 радиан баробар 
аст, дар чоряки дуюм љойгир мебошад. ,06cos >  зеро кунље, ки 
бузургиаш ба 6 радиан баробар аст, дар чоряки чорум љойгир 
мебошад. 

09 <tg  зеро кунље, ки бузургиаш ба 12 радиан баробар аст, 
кунљи чоряки чорум мебошад. 

Айнан ба монанди боло муњокима ронда, њосил мекунем: 
;0)5cos( >−  ;0)10( <−tg  ;0)15sin( <−  .0)20( <−ctg  

Мисоли 3. Њангоми маълум будани 
8
1sin −=α  ва παπ

2
3

<<  

ќимати αcos  - ро меёбем. 

Њал. .
8
63

64
11sin1cos 2 ±=−±=−±= αα  

Аломати пеш аз решаро муайян мекунем. Аз рўи шарт 

παπ
2
3

<<  (яъне ин кунљ дар чоряки сеюм љойгир аст), ки косинус 

дар он манфї мебошад, 
8
63cos −=α  хоњад шуд. 

 
142. Аломати ифодаро муайян кунед: 

а) ;10070cos70sin °⋅°⋅° tg  б) );100()15cos(130sin °−⋅°−⋅° tg  в) 

;73cos1sin tg⋅⋅  г) ).2,6(2,0cos8sin −⋅⋅ tg  

143. Агар ќимати α ба: 

а) ;
7
3π  б) ;

9
8π  в) ;

7
12π  г) ,

9
7π−  баробар бошад, ќиматњои 

,sinα  ,cosα  ,αtg  αctg  - ро муайян кунед. 

1. Ба синус ва косинуси адади х таъриф дињед. 
2. Соњаи муайянии функсияро таъриф дињед. 
3. Соњаи муайянии функсияњои ,sinα  ,cosα  ,αtg  

αctg  - ро баён кунед. 
4. Чигуна функсияро мањдуд меноманд? 
5. Оё функсияњои αtg  ва αctg  мањдуданд? 

?  
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144. Магар синус ва косинуси як адад мувофиќан ба ададњои зер 
баробар шуда метавонанд: 

а) 
25
7

−  ва ;
25
24

 б) 0,4 ва 0,7; в) 
3
6

 ва ;
3
5

−  г) 
5

2
−  ва ?

5
1

 

145. Магар тангенс ва котангенси як адад мувофиќан ба ададњои зер 
баробар шуда метавонанад: 

а) 
5
3

−  ва ;
3
5

−  б) ( )23 −  ва ( );23 +  

в) 2,4 ва ;
12
5

−  г) 
2
5

 ва ?
5

52
 

146. Аз рўи ќимати маълуми яке аз функсияњои тригонометрї ва 
фосилае, ки дар он α воќеъ аст, ќиматњои се функсияи асосии 
тригонометрии дигарро ёбед: 

а) ;
2

3,8,0sin παπα <<−=  б) ;
2

,
4
6cos παπα <<−=  

в) ;
2

0,
3
2sin παα <<=  г) .2

2
3,

17
15cos παπα <<=  

147. Ќимати ифодањои зеринро муќоиса кунед: 
;0sin °  ;90cos °  ;270cos °  ;180sin °  ;270sin °  .180cos °  

Машќњо барои такрор 
148. Бе сохтан, координатањои нуќтањои буриши: 

а) параболаи 332 +−= xxy  ва хати рости 012 =−− yx  - ро 
ёбед; 

б) параболаи 12 2 +−= xxy  ва хати рости 5,1=x  - ро ёбед; 

в) давраи 10022 =+ yx  ва хати рости 14=+ yx  - ро ёбед; 

149. Экстремум ва экстремалњои функсияи 862 −+−= xxy  - ро 

ёбед. 
150. Як адад аз адади дигар 7 воњид калон аст ва њосили зарбашон 

ба 12 баробар аст мебошад. Ин ададњоро ёбед. 
151. Њисоб кунед: 

а) ;2,0cos3,0sin2,0sin3,0cos ππππ ⋅+  

б) .65cos35sin65sin35cos °⋅°−°⋅°  
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17. Экстремуми функсияњо 
Мо дар алгебраи синфи 9 экстремуми функсияњои ихтиёриро 

истисно намуда, фаќат экстремуми функсияњои квадратиро омўхта 
будем (ниг. ба алгебра 9, п.8). Дар он љо ќиматњои калонтарин ва 
хурдтарини функсияњоро ќиматњои экстремалї ё экстремуми он 
номида будем. Нуќтањое, ки дар онњо ин ќиматњо ќабул карда 
мешаванд, экстремалї ё экстремал номида шуда буд. 

Њангоми тадќиќ кардани функсияи ихтиёрї аз мафњуми 
«атроф» истифода мебаранд. Атрофи нуќтаи ах =  гуфта фосилаи 
хурдеро меноманд, ки ин нуќтаро дар бар мегирад. (барои 
маълумоти пурра ба сањ. 147 нигаред). 

Масалан фосилаи (1;4) яке аз атрофњои 3, фосилаи ( -3,3; -2] 
атрофи нуќтаи  -3 мебошад. 

Графики дар расми 4 а, б тасвиршударо омўхта, якчанд 
нуќтањои љолиби диќќатро ёфтан мумкин аст. онњо нуќтањое 
мебошанд, ки камшавї ва афзуншавии функсияро аз њамдигар људо 
мекунанд. 

Ин нуќтањо нуќтањои А(2;2) В(5;3) (расми 4 а, б) мебошанд. 
Онњоро мувофиќан нуќтањои минимум, максимум ё нуќтањои 

экстремалии функсия меноманд. 
Њангоми сохтани графики функсияи мушаххас чунин нуќтањоро 

пешакї меёбем. Масалан, барои функсияи xsin  ин нуќтањо 

ππ k2
2
+±  (k – адади ихтиёрии бутун) мебошад. барои муайянї 

20
π

=x  - ро мегирем. Ин нуќта нўги тарафи рости яке аз фосилањои 

Расми 4

а) б) 
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афуншавии синус мебошад ва аз њамин сабаб агар 
2 2

хπ π
− ≤ ≤  

бошад, xx sinsin1 0 >=  аст. ѓайр аз ин 
20
π

=x  нўги тарафи чапи 

фосилаи камшавї мебошад ва пас, њангоми 
2

3
2

ππ
≤< x  будан 

0sinsin xx =  аст. Инак, барои њар гуна х, дар атрофи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
3;

2
ππ

 - 

и нуќтаи 
20
π

=x  воќеъ аст, нобаробарии xsin
2

sin >
π

 љой дорад; 

бинобар ин 
20
π

=x  нуќтаи максимуми функсияи синус мебошад. 

Баръакс, дар нуќтаи 
2
π

−  камшавї бо афзуншавї иваз мешавад 

(чаптари 
2
π

−  функсияи кам мешавад ва росттараш меафзояд). 

Айнан њамин тавр муњокима ронда њосил мекунем, ки дар ягон 

атрофи нуќта ,
2
π

−=x  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−>

2
sinsin πx  мебошад ва бинобар 

њамин 
2
π

−=x  нуќтаи экстремали минимуми функсияи синус 

мебошад. 
Ќиматњои максимум ва минимуми функсияњоро дар якљоягї 

экстремуми (ё ќиматњои экстремалї) функсия меноманд. Таърифи 
даќиќи нуќтањои экстремумро баён мекунем. 
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Таърифи 1. Нуќтаи х0 барои функсияи )(xfy =  нуќтаи минимум 

номида мешавад, агар барои њамаи х – њои ягон атрофи нуќтаи х0 

нобаробари )()( 0xfxf ≥  љой дошта бошад. (расми 5) 

Таърифи 2. Нуќтаи х0 барои функсияи )(xfy =  нуќтаи 
максимум номида мешавад, агар барои њамаи ќиматњои х – њои ягон 
атрофи нуќтаи х0 нобаробарии )()( 0xfxf ≤  љой дошта бошад. 

(расми 6 а, б) 

Мувофиќи таъриф ќимати функсияи дар нуќтаи максимум )( 0х  

байни нуќтањои ягон атрофи ин нуќта калонтарин мебошад (расми 

6 а, б ва расми 7 нуќтањои ,1x  ,3x ,5x  7x ). Ќимати функсияи дар 

нуќтаи минимум дар ягон атрофи ин нуќта хурдтарин мебошад 
(расми 7 – нуќтањои ,2x  ,4x  6x ). 

              
 

Нуќтаи максимумро бо maxx  ва нуќтаи минимумро бо minx  

ишорат мекунанд. Ќиматњои функсияро дар ин нуќтањо мувофиќан 
ба max  ва min  ишорат мекунанд. max(максимум) ва min(минимум) 
аз калимањои лотинии maximum ва minimum гирифта шуда, маънои 
онњо мувофиќан аз њама калонтарин ва аз њама хурдтарин 
мебошанд. Максимум ва минимуми функсияро дар якљоягї 
экстремум меноманд. 

Расми 6

а) б) 

Расми 5
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Акнун ба ёфтани фосилањои афзуншавї ва камшавї, нуќтањои 
максимум ва минимум, максимум ва минимумњои функсияњои 

мушаххас мисолњо меорем. 

Мисоли 1. Экстремуми 
2

sin xy =  - 

ро дар фосилаи [ ]ππ 3;−  меёбем. 
Њал. Функсияро дар порчаи 

[ ]ππ 3;−  меомўзем. 

а) Функсияи дар порчаи [ ]ππ ;−  аз  
-1 то 1 меафзояд, чунки ба ќимати хурди аргумент, ќимати хурди 
функсия мувофиќ меояд ва дар порчаи [ ]ππ 3;  аз +1 то  -1 кам 
мешавад, чунки ба ќимати хурди аргумент ќимати калони функсия 
мувофиќ меояд. 

б) Дар нуќтаи π=х  ќимати калонтарини функсия ба 1 баробар 
аст ва дар нуќтаи π3=х  функсия ба ќимати хурдтарини  -1 доро 
мешавад. 

в) Дар нуќтаи π=х  афзуншавї ба камшавї иваз мешавад, 
бинобар ин π=х  нуќтаи максимуми функсия мебошад ва баръакс, 
дар нуќтаи π3=х  камшавї ба афзуншавї иваз мешавад (то 
чаптари функсия кам мешавад ва баъди росттараш меафзояд) 
бинобар ин π3=x  нуќтаи минимуми функсия мебошад, пас 

,1
2

sin)(max ===
ππyy  1

2
3sin)3(min −===
ππyy  

Љавоб: Дар [ ]ππ ;−  меафзояд; дар [ ]ππ 3;  кам мешавад; 

;1)(max == πyy  .1)3(min −== πyy  

Мисоли 2. Экстремуми 
2

cos3 xy =  - ро дар фосилаи [ ]ππ 3;−  

меёбем. 
Њал. Функсияро дар порчаи [ ]ππ 3;−  меомўзем. 

а) Функсияи дар порчаи [ ]0;π−  аз 0 то 3 меафзояд, зеро ба 
ќимати хурди аргумент ќимати хурди функсия мувофиќ меояд ва 
дар порчаи [ ]π2;0  аз 3 то  -3 кам мешавад, зеро дар фосила ба 
ќимати калони аргумент ќимати хурди функсия мувофиќ меояд. 
Дар порчаи [ ]ππ 3;2  функсия аз  -3 то 0 меафзояд. 

Расми 7
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б) Дар нуќтаи 0=х  ќимати калонтарини функсия ба 3 баробар 
буда дар нуќтаи π2=х  ќимати хурдтарин ба  -3 баробар аст. 

в) Дар атрофи нуќтаи 0=х  афзуншавї ба камшавї иваз 
мешавад, бинобар ин дар нуќтаи 0=х  функсия ба максимум доро 
буда, максимумаш ба 3 баробар. Дар нуќтаи π2=х  камшавии 
функсия ба афзуншавї иваз мешавад, пас 

,3)0(max == yy  .3)2(min −== πyy  

Љавоб: Дар [ ]0;π−  ва [ ]ππ 3;2  меафзояд, дар [ ]π2;0  кам 
мешавад; 

;3)0(max == yy  .3)2(min −== πyy  

 
 
Фосилањои афзуншавї ва камшавї, нуќтањои максимум ва 

минимум, ќиматњои максимум ва минимумњои функсияро ёбед (106-
108). 
152. а) ;sin3 xy =  б) ;sin5,0 xy =  в) ;1cos2 += xy  г) 

.5,1sin5,0 −= xy  

153. а) ;2sin xy −=  б) ;2sin xy =  в) ;2sin21 xy −=  г) 

.2sin5,01 xy −=  

154. а) ;
2

cos xy =  б) ;
2

cos2 xy =  в) ;1cos2 +−= xy  г) 

.1cos2 += xy  
Машќњо барои такрор 

155. Ифодаро пешакї содда карда ќиматашро ёбед: 

а) ;
22sin68sin
22cos68cos
°−°
°−°

 б) .
110cos130cos
110sin130sin

°+°
°+°

 

 
156. Ифодаро содда кунед: 

а) ;2
22

2
22 ab

b
ba

a
ba

ba
ba

ab
−

+
+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

  

1. Таърифи функсияњои синус ва косинусро дињед. 
2. Атрофи нуќта чист? 
3. Таърифи афзуншавї ва камшавии функсияро баён 
намоед. 
4. Таърифи нуќтањои максимум ва минимуми функсияро 
дињед. 

?  
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б) 
( )

.22222

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−
⋅

+
−

−
− yx

y
yx

x
yx
xyx

yx
x

 

157. Пайдарпаии }{ nC  прогрессияи арифметикї мебошад. Агар 

;193 −=С  5,113 −=С  боашд фарќ ва аъзои чоруми онро ёбед. 

158. Фарќи дарозии катетњои секунљаи росткунља ба 5 дм баробар 
аст. Агар дарозии катети калонро 4 дм зиёд ва дарозии катети 
хурдро 8 дм кам кунем, он гоњ дарозии гипотенузаи секунљаи 
росткунљаи њосилшуда ба дарозии гипотенузаи секунљаи 
додашуда баробар мешавад. Дарозии катетњои секунљаи 
додашударо ёбед. 

159. Решањои муодилаи квадратї ба 23,23 21 +=−= xx  
баробаранд. Ин муодилаи квадратиро тартиб дињед. 

 
18. Функсияњои даврї 

Бисёр њодисањое, ки мо бо онњо дар амалия дучор мешавем, 
хусусияти такроршавандагї доранд. Масалан, мавќеъи байни 
њамдигарии Офтоб ва Замин баъди як сол такрор меёбад. Мавќеъи 
раќќосакро дар лањзаи ваќте, ки бо бузургии даври лапиши он фарќ 
мекунад, якхела аст. Чунин проссесњоро даврї ва функсияњоеро, ки 
онњоро тасвир менамоянд, функсияи даврї меноманд. 

Функсияи )(xfy =  даврї номида мешавад, агар чунин як 

адади давр ном доштаи 0≠T  мављуд бошад, ки ќимати функсияи 
дар ваќти ба ќимати дилхоњи аргументи он илова кардани ин адад 
таѓйир наёбад, яъне барои ќимати дилхоњи х шарти 

)()( xfTxf =+  иљро гардад. 

Функсияњои асосии тригонометрии ,sinα  ,cosα  ,αtg  αctg  
даврї мебошад. Масалан, барои адади дилхоњи х ва адади бутуни 
ихтиёрии k баробарии xkx sin)2sin( =+ π  љой дорад. Аз ин љо 

бармеояд, ки kT π2=  даври функсияи синус аст ( 0≠k  адади 
бутуни ихтиёрї). 

Азбаски синус ва косинус дар тамоми тири ададї муайян буда, 
барои х – дилхоњ ,sin)2sin( xx =+ π  xx cos)2cos( =+ π  аст, пас, 

синус ва косинус функсияњои даврии даври хурдтаринашон π2  
мебошанд. Дар њаќиќат, соњаи муайянии ин функсияњо њамроњи њар 
як адади х адади π+x  ва π−x  - ро дар бар мегиранд ва 
баробарињои ,)( tgxxtg =+π  ππ ctgxctg =+ )(  дурустанд. 

Гуфтањои болоро ба намуди се љумлаи зерин љамъбаст мекунем: 
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1) Функсияњои тригонометрї функсияњои даврї мебошанд ва 
даври умумиашон π2  аст. 

2) Хурдтарин даври мусбати функсияњои αcos  ва αsin  ба π2  
баробар аст. 

3) хурдтарин даври мусбати функсияњои αtg  ва αctg  ба π  
баробар аст. 

Исбот. Ќиматњои дилхоњи тригонометрї аз аргументњои α ва 
πα k2+  (дар ин љо k – адади дилхоњи бутун) якхелаанд: 

,sin)2sin(cos)2cos( απααπα =++=+ kk  

бинобар он њар яке аз ададњои πππ 6;4;2 ±±±  ва ѓайра даври 
умумии чор функсияи тригонометрї мебошанд. 

Масалан, π2  даври умумии онњо. 
Барои функсияи αcos  адади π2  даври хурдтарини мусбат 

мебошад. дар њаќиќат, агар Т даври дилхоњи косинус бошад, он гоњ 
барои ќимати дилхоњи α  ифодаи )cos( T+α  љой дорад 0=α  фарз 

карда, меёбем, ки 10coscos ==T  аст. ба монанди њамин исбот 
карда мешавад, ки π2  даври хурдтарини мусбати синус аст. Барои 

ин дар айнияти ,sin)sin( αα =+T  
2
πα =  гузошта 

1
2

sin
2

sin ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππ T  - ро њосил мекунем. Аз тарафи дигар 

мувофиќи формулањои мувофиќоварї TT cos
2

sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

 аст. Пас, 

1cos =T  мебошад. Вале дар њолати π20 << T  будан баробарии 
1cos =T  љой надорад. 

Даври функсияи αtg  адади π  мебошад, зеро барои ќимати 

дилхоњи α ,)( απα tgtg =+  ки дар ин љо 
2

)12( πα +≠ k  њисоб 

карда мешавад. Адади π  даври хурдтарини мусбати аз π  
хурдтарини Т даври тангенс мешуд, он гоњ дар айнияти 

0,)( ==+ ααα tgTtg  фарз карда мо 0=tgT  њосил менамудем, ки 

ин дар њолати π<< T0  имконпазир аст. ба монанди њамин исбот 
карда мешавад, ки адади π  хурдтарин даври мусбати котангенс 
мебошад. 
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Даври хурдтарини мусбати функсияро мухтасар даври функсия 
меноманд. Бинобар ин мегўянд, ки π2  даври косинус ва синус, π  
даври тангенс ва котангенс мебошад. 

Барои сохтани графики функсияи даврии дорои даври Т онро 
дар порчаи дарозиаш Т сохта, баъд хати каљи њосилшударо ќад – 
ќади  тири 0Х ба таври параллел (ба рост ва ба чап) ба масофаи пТ 
кўчонидан кифоя аст (расми 8), ки дар ин љо п адади натуралии 

дилхоњ мебошад. 
Дар њаќиќат, агар );( 00 yx  

нуќтаи графики функсияи 
даври )(xfy =  бошад, он 

гоњ нуќтаи nTx =0  барои 

ќимати дилхоњи бутуни п ба 
соњаи муайяни f муттааллиќ 
аст ва бинобар даврї будани 

)(xf  баробарии 

000 )()( yxfnTxf ==+  дуруст мебошад. Пас, нуќтаи 

)( 00 ynTx =+  ки њангоми ќад – ќади тири 0Х параллел кўчонидни 

нуќтаи );( 00 yx  њосилшуда низ ба гарафики f тааллуќ дорад. 

Эзоњи 1. Даври функсияе, ки аз сумаи якчанд функсияњои даврї 
иборат аст, ба хурдтарин каратнокии умумии даври он 
љамъшавандањо баробар мебошад. 

Эзоњи 2. Даври функсияњои axsin  ва axcos  ба ,2
a
π

 даври 

функсияњои ctgaxtgax,  мувофиќан ба 
a
π

 баробар. Дар ин љо а 

адади дилхоњи њаќиќї мебошад. 
Мисолњои зеринро њал мекунем: 

1) .
2
130sin)360330sin()330sin( =°=°+°−=°−  Дар ин љо ба 

аргумент давраш љамъ карда шудааст. 

2) .
2
245sin)360245sin(765sin =°=°⋅+°=°  Дар ин љо ба 

аргумент ду даври синус љамъ карда шудааст. 
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3) .3
3

6
3

17
3

17
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

ππππ tgtgtg  

Ба аргументи манфї ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
17π

 шаш давр )6( π  љамъ карда 

шудааст, ки дар натиља аргументи мусбати 
3
π

 њосил шуд. 

4) .
2
360sin120sin)1203603sin(1200sin =°=°=°+°⋅=°  

5) .
2
1

6
sin

6
sin

6
5sin

2
56sin

6
41sin ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

πππππππ  

Акнун даври баъзе функсияњоро меёбем: 
6) ).sin(5)sin(sin64sin3 ππ ++−++= xxxxy  
Њал. Функсияи додашударо сода менамоем: 

=++−++= )sin(5)sin(sin64sin3 ππ xxxxy  

xxxxx 4sin3sin5sinsin64sin3 =−−+=  
Њамин тавр даври .4sin3 xy =  Даври ин функсия мувофиќи 

эзоњи ба 
24

2 ππ
==T  баробар аст. Ин давр низ даври функсияи 

додашуда мешавад. Даври љамъбастшавандањои дигар ба назар 
гирифта намешавад, чунки суммаи он љамъшавандањо ба нул 
баробар аст, яъне  

.0)sin(5)sin(sin6 =++−+ ππ xxx  

7) .
2

2sin xtgxy +=  

Њал. Мувофиќи эзоњи 2 даври љамъшавандаи якум ππ
==

2
2

1T  

буда, даври љамъшавандаи дуюм 
2
xtg  ба ππ 2

2
12 ==T  баробар аст. 

Мувофиќи эзоњи 1 даври функсия додашуда хурдтарин 
каратнокии њар дуи онњо, яъне π2=T  мешавад. 
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Њисоб кунед (114-120): 

160. а) ;420cos °   б) ;420sin °  в) .
3

19πtg  

161. а) ;19
3

πctg   б) ;405cos °  в) .405sin °  

162. а) ;1080°tg   б) ;1080°ctg  в) .390cos °  

163. а) ;390sin °   б) ;540sin °  в) .540°ctg  

164. а) );330sin( °−  б) ;765sin °  в) .
3

17
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

πtg  

165. а) ;1200sin °   б) );6,5sin( π−  в) .135°tg  

166. а) ;315cos °   б) ;
4
5sin π  .

8
7πtg  

Машќњо барои такрор 
167. Ифодаро содда кунед: 

а) ;)sin(
βα
βα

tgtg −
−

  б) .
)sin( βα
βα

+
+ ctgctg

 

168. Графики функсияро созед ва хоситњояшро баён кунед: 

а) ;435,0 2 +−= xxy   б) ;5,04 2xy −=  в) .26 2xxy −=  
169. Айниятро исбот кунед: 

а) ;2sin)cos(sin1 2 ααα =−−   б) .2cossincos 44 ααα =−=y  
170. Ду коргар якљоя кор карда, супоришро дар 30 соат иљро 

карда метавонанд. Агар коргари якум танњо кор кунад, ба иљрои ин 
супориш назар ба коргари дуюм (агар ў њам танњо кор кунад) 11 
соат зиёдтар ваќт сарф мекунад. Њар як коргар ин супоришро дар 
чанд соат иљро карда метавонад? 

19. Графики функсияи y=sinx 
Сохтани графики функсияњои гуногунро дар синфњои 7-9 

омўхта будем. Дар синфи 7 графики функсияи ,bkxy +=  ,kxy =  

1. Даври функсия чист? 
2. Чї гуна функсияњоро функсияњои даврї меноманд? 
3. Даври функсињои ,sin x  ,cos x  ,tgx  ctgx  - ро номбар 
кунед. 
4. Даври функсияе, ки аз якчанд љамъшавандањо иборат 
аст, чї гуна ёфта мешавад?

? 
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дар синфи 8 графики функсияи ,
x
ky =  дар синфи 9 графики 

функсияи cbxaxy ++= 2  - ро омўхтем. 
Акнун сохтани графики функсињои тригонометриро нишон 

медињем. 
Дар ваќти сохтани график ќимати аргумент бо нуќтањо дар 

тири абсисањо тасвир карда мешавад, бинобар ин аргументи 
функсињои тригонометриро бо њарфи х ифода намудан равост. 

Дар ваќти аз 0=х  то π2=х  ё ки ченаки градуси аз °0  то 
°360  таѓйир ёфтани ќимати функсияи xy sin=  - ро графкї тасвир 

мекунем. 
Инро бо тарзи зер иљро 

кардан осон аст. 
Давраи радиусаш воњидро 

кашида, онро ба 16 њиссањои 
баробар таќсим мекунем (расми 
9). Ба њар як таќсимоти камон 
кунљи марказии '3020°  ё ки бо 

ченаки радианї 
8
π

 (радиан) 

мувофиќ меояд. Ин кунљњоро ба 
воситаи радиус ва тири (0Х) ќайд мекунем. 

Инчунин дар тири 0Х порчаи [ ]π2;0  - ро ба 16 ќисми баробар 
таќсим мекунем. Аз њар яке аз нуќтањои таќсимоти давра ба тири 0х 
ва аз њар яке аз порчањои таќсимотии порчаи [ ]π2;0  - и тири 0х ва 
тири 0у параллел хатњои рости гузаронидашуда дар нимњамвории 
рости х0у 16 – то нуќтањо њосил мешаванд, онњоро пайваст намуда 
хати каљеро њосил мекунем. 

Ин хати каљ синусоида номида мешавад. Мо танњо як «мављи» 
синусоидаро сохтем, ки он ба аз 0 то π2  таѓйир ёфтани ќимати 
аргумент мувофиќ меояд. Аз сабаби даврї будани функсияи 

xy sin=  дар натиљаи аз π2  то π4  таѓйир ёфтани аргументи х 
мављи дигари синусоида њосил мешавад, ки он бо аввала якхела 
мебошад. Агар мо ќисми хати каљ, ки ба он аз 0 то -2π таѓйир 
ёфтани аргумент их мувофиќ меояд, сохтанї шавем, боз њамон 
њодисаро њосил мекунем. График рафти таѓйирёбии функсияро 
инъикос мекунад. Аз график х0 хосияти функсияи y=sinx–ро нишон 
додан осон аст. 

Расми 9 

х 
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1) Барои ќиматњои дилхоњи њаќиќии аргумети х функсияи 
xy sin=  муайян аст, яъне њамаи ададњои њаќиќие, ки ба сифати 

ченаки радиани кунљ ќабул карда мешаванд, соњаи муайянии он 
мебошад. 

2) Њамаи ќиматњои функсияи xsin  порчаи [ ]1;1−  - ро пур 

мекунад, яъне 1sin1 ≤≤− x  аст. 
3) Функсия љуфт нест, зеро xx sin)sin( −=− . Дар њаќиќат, фарз 

мекунем, ки кунљи додашуда α  бошад; кунљи )( α−  - ро дида 

мебароем. кунљњои ба њам муќобили α  ва )( α−  дар натиљаи аз 
вазъияти аввалини умумии 0А ба самтњои ба њам муќобил як хел 
гардонидани радиуси њаракатнок ташкил меёбад; бинобар он 
тарафњои охирони оњо ОМ ва ON нисбат ба тири абсисса симметрї 
мебошанд (расми 10). Аз ин љо, абсиссањои нуќтањои M ва N 
баробар буда, ординатањои онњо муќобили якдигар мебошанд. 
Координатањои нуќтаи );( yxM  - ро, ки αcos=x  ва y=sin(α) 

мебошад, бо координатањои нуќтаи );( yxN − , ки дар ин љо 

)cos( α−=x  ва  - y=sin(α) аст, муќоиса карда, њосил мекунем: 

.sin)sin();cos(cos αααα −=−−=  
Графики он њамчун функсияи тоќ нисбат ба ибтидои 

координатањо симметрї мебошад. (ниг. Алгебра 9. §1. п3). 

4) Функсияи xy sin=  дар фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

 аз  -1 то 1 

меафзояд ва дар фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3,

2
ππ

 аз 1 то  -1 

кам мешавад. 

5) Њангоми kx ππ 2
2
+=  будан функсия 

ќимати калонтарин дорад. дар ин љо k – адади 
бутуни дилхоњи мусбат, манфї ва нул аст. дар 
ин нуќтањо синус ба 1 баробар мебошад. 

6) Њангоми ,...4
2

,2
2

,
2

πππππ
+−+−−=x  

ва умуман њангоми kx ππ 2
2
+−=  будан, синуси ќимати 

хурдтарини ба  -1 баробарро ќабул мекунад. 

Расми 10
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7) Њангоми ,...2,,0,,2,3... πππππ −−−=x  ва умуман њангоми 

,...2,1,0( ±±== kkx π ) будан, функсия ба нол баробар мешавад. 

Мисоли 1. Графики функсияи xy sin3=  - ро месозем. 
Њал. Њаминро мушоњида кардан кифоя аст, ки барои ќимати 

мазкури х ординатаи графики xy sin3=  ба ординатаи сечанд 
гирифташудаи синусоидаи муќаррарї баробар аст. Пас, графки 

xy sin3=  синусоиди деформатсияшуда буда, дар натиљаи се 
маротиба калон кардани тамоми ординатањои синусоидаи 
муќаррарї њосил мешавад (расми 11). Функсияи xy sin3=  

монанди функсияи  xy sin=  њамон хел фосилаи аломатњояшон 
доимї ва њамон хел даври 
π2  дорад. Ќимати 

калонтаринаш ба 3 ва 
хурдтаринаш ба  -3 баробар 
мебошад. 

Мисоли 2. Графики 
функсияи xy 2sin=  - ро 
месозем. 

Њал. Њаминро 
мушоњида кардан кифоя аст, ки барои ќимати додашудаи х ќимати 
функсияи xy 2sin=  ба ординатаи синусоидаи муќаррарї дар 
нуќтаи абсиссааш дучанд гирифта шудаи 2х баробар аст. 

Масалан, барои ,
6
π

=x  
2
3

3
sin

6
2sin ===

ππy  барои 

4
π

=x , 1
2

sin ==
πy  аст. 

Бинобар ин, графики функсияи xy 2sin=  - ро аз синусоидаи 
муќаррарї бо роњи аз рўи (ё ќад – ќади) тири 0х ду маротиба 

фишурдан (ду 
маротиба 

даврашро хурд 
кардан) њосил 
кардан мумкин 
аст (расми 12). 

Функсияи 
xy 2sin=  даврї 

буда, давраш π  

Расми 11

Расми 12

y=sin2x y=sinx 
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мебошад, зеро дар мавриди аргументи он илова кардани π  ќимати 
он таѓйир намеёбад: 

.2sin)22sin()(2sin xxx =+=+ ππ  (Дар ин њолат мегўянд, ки 

зуддии лапиши синусоида, 2=ω  аст) 

 
 
171. Графики функсияро созед: 

а) ;
2
1sin xy =  б) ;3sin xy =   в) ;sin

2
1 xy =  

г) ;3sin
2
1 xy =  д) ;

2
1sin2 xy =  е) .2sin

2
1 xy =  

Машќњо барои такрор 
172. Баробарињоро санљед: 
а) ;5cos35sin25sin °=°+°   б) ;28sin2cos58cos °−=°−°  

в) ;320sin420 =°+°tg    г) .120320cos4 −=°⋅−° ctg  
173. Муодиларо њал кунед: 

а) ;
1

4
1

2
1
2

−
−

−
−

=
+
+

yy
y

y
y

 б) .
13

8
13

6
19

487 2 +
−

−
=

−
−

xx
x

x
 

174. Сурати каср аз махраљи он ба 5 воњид хурд аст. Агар ба 
сурати ин каср 17 – ро ва ба махраљи он адади 2 – ро љамъ кунем, он 
гоњ касри ба касри додашуда чаппа њосил мешавад. Он касрро ёбед. 

 
20. Графики функсияи y=cosx 

Графики функсияи xy sin=  - ро дониста, графики функсияи 
xy cos=  - ро сохтан осон аст. 

Дар њаќиќат аз формулањои мувофиќоварї (ниг. п. Алгебра 9 §3) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== xxy

2

πsincos  равшан аст, координатаи графики косинус 

дар нуќтаи абсиссааш х ба ординатаи синусоидаи муќаррарї дар 

нуќтаи абсиссааш 
2
π

+x  баробар аст. масалан, дар ваќти х=0 

1. Таърифи соњаи мављудияти функсияро дињед. 
2. Нуќтаи буриши графики функсияро бо тирњои 
координатањо чї тавр меёбанд. 
3. Фосилањои афзуншавї ва камшавии функсияро чї тавр 
меёбанд. 
4. Хосиятњои асосии синусро номбар кунед. 

? 
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ординатаи график 1sin0cos ==
2

π
 мебошад; дар ваќти 

2

π
=x  

ординатаи он 
2
2

4
3sin

4
cos == ππ

 ва дар ваќти 
2

π
=x  будан 

ордината 0sin =π  мешавад. Бо роњи ба тарафи чапи тири абсисаи 

(расми 13) ба масофаи 
2

π
 - параллел кўчонидани синусоида 

графики пурраи функсияи xy cos=  - ро њосил кардан мумкин аст. 
Хусусияти љуфт будани 

)cos(cos xx −=  нишон медињад, ки 
графики он нисбатба тири 0у симметрї 
мебошад. 

Аз график хосиятњои зерини 
косинусро муќаррар мекунем: 

1. Функсияи xy cos=  дар тамоми 
тири ададї муайян аст, зеро бо њар як адади њаќиќии х, ки ба 
сифати ченаки радианї ќабул карда шудааст, ќимати тамоман 
муайяни косинус мувофиќ меояд. 

2. Маљмўи ќиматњои функсия порчаи ]1;1[−  - ро пур мекунад. 

3. xy cos=  љуфт аст, зеро ;cos)cos( xx =−  графики он нисбат 
ба тири 0у симметрї мебошад. 

4. Функсияи xy cos=  дар фосилаи аз );0( π  то  -1 кам мешавад 
ва дар фосилаи ;π− 0 аз  -1 то 1 меафзояд. 

5. Агар ,...4,2,0 ππ=x  бошад, он гоњ xcos  дорои ќиматњои 

калонтарини 1 ва агар ,...5,3, πππ=x  бошад, он гоњ xy cos=  
дорои ќимати хурдтарини  -1 аст. 

6. Агар аргумент ;
2
π

=x  
2

3π  ва умуман )12(
2

+= kx π
 ки 

,...2,1,0 ±±=k  бошад ќимати функсия ба нол баробар мешавад. 

Мисоли 1. Графики функсияи xy cos3=  - ро месозем. 
Њал. Барои ќимати мазкури х ординатаи графики xy cos=  

баробар аст. Пас, графики функсияи матлуб дар натиљаи се 
маротиба калон кардани тамоми ординатањои xy cos=  њосил 
мешавад. (расми 14)(А=3). 

Расми 13 
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Функсияи xy cos3=  монанди функсияи xy cos=  њамон хел 

фосилањои аломатњояшон доимї ва π2  дорад. Ќимати калонтарин 
ва хурдтарини он 3±  мебошад. 

Мисоли 2. 
Графики функсияи 

2
cos xy =  - ро месозем. 

Њал. Њаминро 
мушоњида кардан 
кифоя аст, ки барои 
ќимати додашудаи х 
ќимати функсияи 

2
cos x

 ба ординатаи 

xy cos=  дар нуќтаи абсиссааш ба ду таќсим кардашуда баробар 
аст. 

Масалан, барои ,
2
π

=x  
6

cosπ=y  барои ,
4
π

=x  
8

cosπ=y  

аст. 
Бинобар ин графики функсияи 

2
cos xy =  аз графики функсияи 

xy cos=  бо роњи ќад – ќади тири 
абсисса ду маротиба дароз кардани 
дарозии он њосил кардан мумкин аст 
(расми 15). 

 
175. Графики функсияи зеринро созед: 

а) ;cos
3
1 xy =  б) ;2cos xy =   в) ;2cos xy −=  

г) ;3cos
3
1 xy =  д) ;2cos

3
1 xy =  е) ;cos2 xy =  

1. Маљмўи кадом ададњо соњаи муайянии косинус 
мешаванд? 
2. Оё функсия xy cos=  мањдуд аст? 
3. Даври хурдтарини косинусро нависед 
4. Барои кадом ќиматњои х косинус меафзояд ва барои 
кадом ќиматњояш кам мешавад? 

? 

Расми 14 

Расми 15 
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ж) ;cos2 xy −=  з) ;3cos2 xy −=  и) ;2cos21 xy −=  
176. Системаи муодилањоро њал кунед: 

а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
.1

,522

yx
yx

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

.63
,183

2

2

xyy
xyx

 

177. а) ;
4
3sin =α  °<< 900 α  дода шуда аст; α2cos  - ро ёбед. 

б) ;
2
3

=αtg  απα 2,
2

0 tg<<  - ро ёбед. 

178. Агар периметри квадратро 40 м кўтоњтар гирем, он гоњ 

масоњати он 
9
72  маротиба хурд мешавад. Периметри квадратро 

ёбед. 
 

21. Графики функсияи y=tgx 
Графики функсияи y=tgx – ро тангенсоида меноманд. Дар 

фосилаи 
2

0 π
<≤ x  функсияи y=tgx аз 0 то ∞ меафзояд. Чоряки 

якуми давраи воњидї ва порчаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
;0 π

 тири абсиссањо ба якчанд 

ќисмњои баробар (дар расми 16 ба 8 ќисм) таќсим карда шудаанд. 
Дар тири тангенсњо аз маркази давра сар карда, проексияи нуќтањои 
тири тангенс ба намуди перпендикулярњое, ки аз нуќтањои мувофиќи 
тири абсисса гузаронида шудаанд, кўчонида мешаванд. Охири ин 
перпендикулярњоро пайваст кардан лозим аст. 
Функсияи tgxy =  тоќ, чунки 

.
cos
sin

)cos(
)sin()( α

α
α

α
αα tgtg −=

−
=

−
−

=−  

Аз ин љо хулоса мебарояд, ки 
графики он нисбат ба ибтидои 
координатањо симметрї 
мебошад. Бинобар ин, барои 

фосилаи 
2

0 π
<≤ x  график сохта, Расми 16
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онро аз рўи симметрї, ба фосилаи 0
2

<<− xπ
 (чоряки IV) давом 

додан мумкин. 

Фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ

 аз љињати дарозї ба даври тангенс баробар 

аст; барои њосил кардани тангенсоидаи пурра хатти њосилшударо 
ба тарафњои рост ва чап ба масофањои ,...3,2, πππ  параллел 
кўчонидан кифоя аст. ба њамин тариќ, хатте њосил мешавад, ки вай 
аз шумораи беохири шохањои якхелаи даврии такроршаванда 
иборат мебошад. 

Хосиятњои функсияи tgxy =  инњоянд: 
1) Тангенс функсияи даврї буда, давраш ба π  баробар аст. 
2) Функсия дар тамоми тири ададї, ѓайр аз нуќтањои 

2,1,0),12(
2

±±=+ kkπ
 муайян мебошад. 

3) tgxy =  функсия номањдуд аст, зеро вай ќимати дилхоњи 
бузургии мутлаќаш калонро ќабул карда метавонад. 

4) Функсия љуфт нест, зеро .)( tgxxtg −=−  Графики он нисбат 
ба ибтидои координатањо симметрї мебошад. 

5) tgxy =  дар фосилаи ;...1;0,
22

±=+<<− kkxk ππππ  

меафзояд. 
6) tgxy =  ќимати калонтарин ва хурдтарин надорад. 

7) Агар ,...)2;1;0( ±±== kkx π  бошад, функсия ба нол баробар 
мешавад. 

Мисоли 1. Графики функсия xtgy 2=  - ро месозем. 
Њал. 1) Соњаи муайяни функсияи њамаи ќиматњои х ѓайр аз 

24
ππ kx +=  мебошад, ки дар ин љо Zk ∈  аст, чунки 

Zkkx ∈+≠ ,
2

2 ππ
 мебошад. 

2) Соњаи ќиматњои функсия тамоми тири ададї яъне фосилаи 
);( +∞−∞  аст. 

3) Функсия номањдуд аст. 
4) Функсия ба ќиматњои экстремалї доро нест. 
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5) Функсия даврї буда, давраш ба 

2
π

=Т  баробар аст, зеро 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+==

2
2)2(2 ππ xtgxtgxtgy  

мебошад. 
 

6) Функсия дар тамоми соњаи мављудияташ монотонї нест, 

аммо вай дар фосилаи Zkkxk
∈+<<− ,

2442
ππππ

 афзуншаванда 

мебошад. 
Графики функсия тирњои координатањоро дар нуќтањои 

,0;
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ kπ

 ки Zk ∈  аст, мебурад. 

Графики xtgy 2=  дар расми 17 тасвир шудааст. 

 
179. Графики функсияро созед: 

а) ;3xtgy =   б) ;3xtgy −=   в) ;3
2
1 xtgy =   г) .3

3
1 xtgy =  

180. Графики функсияро созед: 

а) ;
2
xtgy =   б) ;

2
xtgy −=   в) ;3tgxy =   г) .23 xtgy −=  

Машќњо барои такрор 
181. Ифодаи зеринро содда кунед: 

а) ;
2
2

αα
αα

tgtg
tgtg
−
⋅

  б) .
12

1
+⋅ αα tgtg

 

182. Муодиларо њал кунед: 

а) ;
4

103
3

2
6

2 −
=−

xxx
 б) .

6
45

4
73

2
)4( −

−=−
+ xxxx

 

183. Экстремум ва экстремалњои функсия 352 2 +−= xxy  - ро 
ёбед. 

1. Соњаи мављудияти функсияи tgxy =  - ро нависед. 
2. Оё функсияи тангенс мањдуд аст, ё не? 
3. Тангенс функсияи љуфт аст ё тоќ? 
4. Фосилаи афзуншавї ва даври tgxy =  - ро нависед. 

? 

Расми 17
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184. Суммаи раќамњои адади дураќама ба 12 баробар аст. агар 
љои раќамњо иваз карда шавад, адад 75% зиёд мешавад. Ин ададро 
ёбед. 

Маълумоти таърихї 
Функсияњои тригонометрї њанўз дар асри III пеш 

аз милод дар асарњои математикњои бузурги Юнони 
Ќадим Евклид, Архимед, Аполлони Перги 
вомехўранд. Синуси кунљи α -и њозиразамон чун 
нимхорда, ки ба он кунљи марказии бузургиаш α   
такя мекунад, чун хордаи калони дучанда омўхта 
мешуд. Минбаъд олимони Њинд ва Араб дар ин соња 

сањми арзанда гузоштаанд. Дар асрњои IV-V олими Њинд Ариабхата 
(456-550) истилоњи махсусро истифода кард. Порчаи АМ – ро ў ардхаљи 
(ардха – нисф; љивазењи – камон, ки хордамонанд аст) номид (расми 
21). Баъдтар номи мухтасари љива истифода шудан гирифт. Дар асри 
IX математикњои Араб калимаи љива (ё љиба) – ро бо калимаи арабии 
љайб (барљастагї) ива карданд. Њангоми тарљумаи матнњои арабї оид 
ба математика дар асри XII ин калима ба калимаи лотинии синус (sinus 
– хамї, каљї) иваз шуд. 

Калимаи косинус баъдтар дохил карда шуд. Косинус ихтисори 
калимаи лотинии complementy sinus, яъне “синуси илова» мебошад ё ки 
«синуси камони илова»; cos=sin(90° -α) – ро; ба хотир оред). 

Бо функсияњои тригонометрї сару кор дошта, мо асосан аз њудуди 
масъалаи «омўзиши секунљањо» мебароем. Бинобар ин математики 
машњур Ф. Клейн (1849-1925) пешнињод карда буд, ки таълимоти оид 
ба функсияњои «тригонометрї» - ро ба таври дигар – гониометрия ном 
барем (калимаи лотинии gonio маънои «кунљ» - ро дорад). Вале ин ном 
љорї нашуд. 

Тангенс бо муносибати њал кардани масъала оид ба дарозии соя 
пайдо шудаанд. Тангенс ва котангенс дар асри Х аз тарафи математики 
Араб Абул – Вафо, ки љадвалњоро аввали барои ёфтани тангенсњо ва 
котангенсњоро низ тартиб дода буд, дохил карда шудааст. Вале ин 
кашфиёт муддати тўлонї ба олимони аврупої маълум набуд ва 
тангенсњо дар асри XIV аввал аз тарафи олими англис Т. Бровердин, 
баъдтар аз тарафи олими немис Региомонтан (соли 1467) аз нав кашф 
карда шудаанд. Исми «тангенс», ки аз калимаи лотинии langes 
(расидан) баромадааст, соли 1583 пайдо шудааст. Tangen 
«расидаистода» тарљума мешавад (ба хотир оред: хати тангенсњо – ин 
расидан ба давраи воњидї). 

Олими форсу тољик Муњаммад ба дунё омад дар Баѓдод зиндагї 
кардааст. Абул – Вафо оид ба илмњои риёзї ва нуљум тадќиќот бурда, 
асарњое офарид, ки то имрўз маълуманд. Асари ў «Китоб дар бораи он, 
ки косиб аз шаклсозињои геометрї бояд чиро донад?» то замони мо 
омада расидааст. Дастури «Китоб барои Марзњо» ба таълими 

Расми 18 
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арифметика ва Геометрия бахшида шудааст. Дар тафсияњояш ба 
«Алмамачост» - и Птолемей аввалин шуда радиусњои давраро ба воњид 
баробар ќабул кард. Њамчунин ў аввалин шуда дар илми математика 
тангенсро њамчун функсияи тригонометрї ворид намуда, ба он љадвал 
тартиб дод. Ў бо асарњои тригонометриаш њамчун «Птоломеи дуюм» 
машњур шуд. Вобастагињои зерини байни функсияњои тригонометрии 
зеринро маълум намуд: 

;sec,:sinsec:;sin: 22 ααααααα tgrrtgrtg +===  

ααααααα 22cos,::;sin:cos: ctgrecctgrrtgrctg +===  

Абул – вафо синуси сумма ва фарќи ду камонро танњо ба воситаи 
синусњо ифода мекунанд: 

 )sin1(sin)sin1(sin)sin( 2222 αββαβα −=−=+  ин натиљањоро 

њангоми тартиб додани љадвалњои тригонометрии синус ва тангенс 
истифода менамоянд. Кори ўро баъдтар шогирдонашАбдурањмон ибни 
Юнус (950-1009) идома дода, љадвалњоро тартиб дод ва мукаммал 
намуд. 

Математик ва астраноми суриягї Љобирал Батонї (858-929) бошад, 
дар ќатори љадвалњои синус ва тангенс боз љадвалњои котангенсро 
тартиб дод, ки на танњо дар Шарќ, балки дар Аврупо низ маълум 
буданд. Њамин гуна љадвалњоро дар солњои гуногун Абурайњони 
Берунї (973-1048), Насриддини Тўсї (1201-1264) ва дигар олимон 
тартиб доданд. Хусусан, Љадвали синусњои Абурайњони Берунї, ки ба 
асари «Ќонуни Масъудї» (1306) дохил шудааст, љолиби диќќат 
мебошад. зеро дар онњо аввалин маротиба интерполи хаттї (лотинї – 
интерполиа – таѓирот) истифода шудааст. Бо аломатњои њозиразамон 
онњоро бо таври зайл навиштан мумкин: 

51
)51sin()(sinsin 00

00 ′
−′−

⋅+==
xxxxxx  

Ў барои њамаи љадвалњо ин ќоидаро тадбиќ намуда интерполи 
квадратиро шарњ медињад. 

Машќњои иловагї ба боби 2. 
185. Суммаро ба њосили зарб табдил дињед: 

.50cos70cos);130sin110sin)
;36sin24sin);40sin20sin)
°+°°−°

°−°°+°
гв

ба
 

186. а) Маълум, ки  
3
2sin =α  ва 

2
0 πα <<  аст. α2sin -ро ёбед. 

б) Маълум, ки 
4
3sin =α  ва °<< 900 α  аст. α2cos -ро ёбед. 

187. Ба њосили зарб табдил дода ќимати ифодаро ёбед. 
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.25cos35cos)
3

2sin
3

sin)

;15sin75sin);50sin40sin)

°+°⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

°−°°+°

гxxв

ба
ππ  

188. Айниятро исбот кунед: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

+
+

=+°⋅−°⋅

απ
αα

α
αααα

4
cos2

sincos
2sin1)

.3sin)60sin()60sin(sin4)

б

а
 

189. Ифодаро содда кунед: 

αααααα 22222

1
cos

1);
)cos(sincos

1)
ctg

б
tg

а −
++

 

190. Фосилањои камшавї, афзуншавї, нуќтањои экстремалї ва 
экстремумњои функсияро ёбед: 

2) 2 ; ) sin
6

а y х х б у x π⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

191. Њисоб кунед: 
ααα 24cos4sin ctg⋅+ , агар 42 =αtg  бошад. 

αα 44 cossin − -ро ёбед, агар 5,0
2
=

αtg  бошад. 

192. αα 44 cossin −  - ро ёбед, агар 5,0
2
=

αtg  бошад. 

193. Ифодаро содда кунед: 

а) ;coscossin2sin 4224 αααα ++  б) ;coscossin 244 ααα +−  

в) ;cos
sin

cos
2 αα
α
αα

⋅−
⋅ ctgtg

 г) .)()( 22 αααα ctgtgctgtg −−+  

194. Айниятро исбот кунед: 

а) ;
2

cos2cos1 2 αα =+  б) ;
2

sin2cos1 2 αα =−   

в) ;
2

45cos2sin1 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −°=+

ααα  г) .
2

45sin2sin1 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −°=−

αα  

195. Ифодаро содда кунед: .4sin5,06sin2cos86sin4sin °+°°−°⋅°  

196. ααα 24cos4sin ctg⋅+  - ро њисоб кунед, агар маълум бошад, 

ки 42 =αtg  аст. 
197. Њисоб кунед: 
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.
16
7sin

16
5sin

16
3sin

16
sin 4444 ππππ

+++  

 
Љавобњо: 

49. ;
4

26 −  50. 2 ;coscos βα ⋅  51. );sin(cos
2
2) ϕϕ −б  53. ;

2
2

−           

54. ;αcos  55. ;
85
84);

85
36) ба  56. ;0);

2
2);

2
1);0);

2
2) дгвба            

57. ;αααϕ sin);cos);2sin);cos) −гвба  59. ;) 2 xxa +  .
)1(4

4)
−
−

x
xб  

60. Ифодањои а) ва д) мусбатанд; ифодањои боќимонда манфї. 62. 

);1;)( −−∞а  б) ;
3
7; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−  63. 14,5 соат; 5,5 соат. 64. ;

2
2

 67. ;sinα−  

68. ;
85
36;

85
84

−−  69. ;50sin) °а  ;85sin) °б 70. 
1)1; ) ;
2

a б  

1) ; ) 0,5;
2

в г −  71. ;cos3);cos) αα ба  73. ;1);1) ба  74. 
3) ;

2
а  

3 3 3) ; ) ; ) ;
2 2 2

б в г− − −  75. ];1;)[ −−∞а  ;;
4
13)0;)( ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞∪−∞б  

76. ;sin);cos) αα −ба  77. 24 км; 78. ;
8
32  79. ;32);32) +− ба  

80. ;
7
1);1) ба  81. ;3);

3
1) −ба  82. ;

3
1);1);1);3) гвба           83. 

.
7
321);

62
25;

8
711) −ваба  85. а)0; б)0; в)0; г)0; 86. 

3 3; ;
2 2

−  
1 ;1.
2

 

87. 0; 88. а)(-3;-2),(3;1); б) (3;-5),(5;-8); 89. 60 ва 20 ё 25ва37,5. 90. -0,96; 
91. ;2cossin αα ⋅  92. )2cos ; ) ; )sin ;а б ctg вα α β  

2 2) cos ; )sin ; ) sin ;г д еα β α−  93. )2cos ; )2sin 50 ;a бα °  

) cos 40 sin 40 ; )cos18 ;в г°− ° °  94. 2) cos ; )sin 20 ;а бα °  

)2sin 50 ; )1;в г°   95. а) α2sin  б) ;sincos αα +  в) ;cos2 β            96. 
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;
2
3)a  б) 

2
3

− ; 97. а) ;βtg  б) ;sin β  в) ;2cos2 β  г) ;sin β        99. 

;0);
8
1);

2
3);

4
1) гвба −−  101. а) -2; ;

3
1)б  ;0);

3
3) гв −     102. 

);;39)( ∞а  б) њал надорад. 103. а)5000; б) -780;                      104. 

5;261;265 −−  105. а) -1; б) ;25,0−  в) ;12 −  д) .
2

32+
  107. 

а) ;8,0  б) .2)2,0 ±в  108. .
8

3cos2);
2
2);

2
2) πвба         109. 

.3;1,0;9,0 −−  110. .);) abбba  111. 2;2);10;5;5;10) −−− ба  112. 

3 км/соат. 113. .3
4
114cos

2
1) −°в  114. 1) (sin 30 sin10 );

2
а ° + °  

1) (cos38 cos 65 );
2

б ° − °  в) ;
2

sin
2

sin
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+ βαβα  г) ].4cos)(2[cos

2
1 ββα ++  

115. а) ;
4

31+  б) ;10cos
2
1

4
3

°⋅  д) .
40

13cos
10
3cos

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ππ  116. ;10cos
2
1

2
3) °+−а  

в) );3cos()cos(
2
1 βαβα +−−  д) ).2sin6sin4(sin

2
1 ααα +−   

117. βα 2sin5,02sin5,0) +а  б) ;25,040cos5,0 +°   
в) ;14cos18cos22cos54cos °+°⋅°+°  г) ;cos3cos7cos9cos αααα +++  
д) ;6sin5,04sin5,02sin5,0 ααα −+  е) .2)22cos(2)22cos(2)22cos(2 +−+−+− αγγββα  

118. а) );13(
2
1

−  б) );23(
4
1

−  в) ).23(
4
1

−  119. );4cos1(
2
1) α−а  

б) ;2sin1 α+  в) ;2sin1 α−  г) .4cos5,02cos25,1 αα ++  120. 

);10sin50(sin
2
1) °+°а  );10sin20(sin

2
1) °−°б  );65cos35(cos

2
1) °−°в  

).88cos2(cos
2
1) °+°г  121. );1(

3
53) −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + хха  );4)(7)( −+ ххб  

.
3
19169)

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++ xxxв  122. );5,0;4();3;3)( −−а  ).5;2(),5;2(),5;2(),5;2)( −−−−б  

123. а)0; б)0. 124. 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

3035
305,25,4

yx
yx  5 км/с; 3 км/с. 125. 
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;15cos35sin2) °°а  б) ;14cos4sin2 °°  в) ;6cos20cos2 °°  

г) ;6sin13sin2 °°  д) ;65cos19sin2 °°−  е) .
48
17cos

48
7sin2 ππ

⋅−  126. 

а) ;

4
3cos

5
4cos

5
sin

π

π

⋅
 б) 2; в) ;4cossin2 αα ⋅  г) ;sin5sin2 αα ⋅  д) 

;
3cos

sin2
α
α

 е) .
3cos2cos

5sin
αα

α
⋅

 127. а) ;
2
6

 в) 0; д) ;205 °⋅° tgctg  ж) 

.25sin2 °  128. а) );sin()sin( βαβα −+−  в) .
144

5sin
144
13sin ππ−  

130. а) );10sin30(sin
2
1

°+°  б) );10sin20(sin
2
1

°−°  в) 

);65cos35(cos
2
1

°−°  г) ).88cos2(cos
2
1

°+°  131. а) 3; б) .
2

23−
 

132. а) );;8()6;( ∞∪−−∞  б) ).;3(
3
2; ∞∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−  133. 7 см ва 12 см. 

134. а) 0,6; б) ;
65
63

−  в) .
4
3;

3
4;

5
3;

5
4

 135. а) -0,2; б) 1,4. 136.  агар 

.900 °<<° α  137. а) ;
845
123

 б) .
325
323

 138. .
169
119;

169
120

−− 139. а)  -1; б) 

.3−  140. .
9

242sin =α  141. 8 ва 12. 142. а) манфї; б) мусбат; в) 

манфї; г) манфї. 143. а) њама мусбат; б) манфї, мусбат, манфї, 
манфї. 144. в) не; г) ња. 145. в) не; г) ња. 146. г) 

.
8

15,
15
8,

17
8sin −=−=−= ααα ctgtg  147. sin 270 cos180 sin 0° = ° < ° =  

cos90 cos 270 180 .= ° = ° = °  149. ,3max =x  .1max =y  150. 3 ва  -4 ё 4 

ва  -3. 151. а) 1; б) 0,5. 152. а) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

2
, ππ  камшаванда, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 

афзуншаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
3,

3
ππ

 камшаванда, ,3
2min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  
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,3
2max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  ;3

2
3min −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  б) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

2
, ππ  камшаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 афзуншаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
3,

3
ππ

 камшаванда, ,1
2max −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  

,2
2max −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  153. а) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

4
3, ππ  камшаванда, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

4
;

4
3 ππ

 

афзуншаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

4
,

4
ππ

 камшаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3;

4
ππ

 афзуншаванда, 

,1
4

3min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ,1
4max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ;1
4min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy   

;1
2

3max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  б) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

4
3, ππ  афзуншаванда, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

4
;

4
3 ππ

 

камшаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

4
,

4
ππ  афзуншаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3;

4
ππ  камшаванда, 

,1
2

3max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ,1
4min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ,1
4max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  ;1

4
3min −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  

в) 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

4
3, ππ  камшаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

4
;

4
3 ππ  афзуншаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

4
,

4
ππ  

камшаванда, 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3;

4
ππ  камшаванда, ,1

4
3min −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  

,3
4max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ;1
4min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy   ;3

2
3max =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  г) 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

4
3, ππ  

камшаванда, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

2
;

4
3 ππ  афзуншаванда, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

4
,

2
ππ  камшаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3;

4
ππ  афзуншаванда, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

4
,

4
ππ  камшаванда, ,6,0

4
3min =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  

,5,1
4max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πyy  ;5,0
4min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy   .5,1

4
3max =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πyy  154. а) 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡− 0;

2
π  

афзуншаванда, ]2;0[ π  камшаванда, ]3;2[ ππ  афзуншаванда, 

,1)0(max == yy  .1)2(min −== πyy  156. а)  -1; б) .3−  157. а) 1; 0. 

158. ,5,7=d  .44 =C  159. 15 дм ва 20 дм. 160. .0762 =+− xx  161. 
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а) ;
2
1

 б) ;
2
3

 в) .3  162. а) ;
3

1
 б) ;

2
2

 в) .
2
2

 163. а) 1; б) 1; в) 

;
2
3

 164. а) ;
2
1

 б) ;
3

1
 в) .3  165. а) ;

2
1

 б) ;
2
2

 в) .3  166. а) 

;
2
3

 б) 0,305; в)  -1. 167. а) ;
2
2

−  в) .
2
3

 168. а) ;coscos βα ⋅  б) 

.
sinsin

1
βα ⋅

 170. 9,5 соат, 20,5 соат. 

171.                
Расми 19  Расми 20                       Расми 27 

173. а) -2; 0; б) -1,4; 1. 174. ;
12
7

 176. а) -1; -2 ва 2; 1; б) -3; -1 ва 3; 1. 

177. а) ;
8
1

−  б) .
5

12
−  178. 160 м. 181. а) ;2sin α  б) α2cos  182. а) 2,5; 

6; б) -4; .
6
51  183. ;

4
5

min =x  .
8
1

min =y  184. 48.    185. а) ;10cos °  б) 

;6sin3 °−  в) ;10cos °  г) .10cos °  186. а) ;5
9
42sin =α  б) 

.
8
12cos −=α  187. а) ;5cos2 °  б) ;

2
2

 в) ;
6

cos2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πx  г) 

.5cos3 °  190. а) ]1,0[);1;( −−∞  камшаванда, ];1[];0;1[ ∞−  

афзуншаванда, ;0max =x  ,0)0( =y  ,1min ±=x  ;1)1()1( −==− yy  б) 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ nn ππππ 2

3
;2

3
2  афзуншаванда, ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ nn ππππ 2

3
4;2

3
 камшаванда, 

,2
3max nx ππ
+=  ,12

3
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ny ππ  ,2

3
4

max nx ππ
+=  .12

3
4

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ny ππ  
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БОБИ III 
Муодилањои тригонометрї 

§5. Арксинус, арккосинус, арктангенс ва арккотангенси адад 
§6. Њалли муодилањои тригонометрї ва системаи муодилањо 

§7. Њалли нобаробарињои тригонометрї 
 

§5. Арксинус, арккосинус, арктангенс ва арккотангенси адад  
Теоремаеро исбот мекунем, ки аз он њангоми њал кардани 

муодилањо истифода кардан муфид аст. 
Теорема. Агар f  дар фосилаи l афзуншаванда (камшаванда) 

буда, адади а ягон ќимати дилхоњи f  дар ин фосила бошад, он гоњ 

муодилаи ( ) axf =  дар фосилаи l решаи ягона дорад. 

Исбот. Функсияи афзуншавандаи f -ро дида мебароем, (дар 
њолати камшаванда будани функсия муњокимаронии монанд 
гузаронида мешавад). Мувофиќи шарти теорема дар фосилаи l 
чунин адади b мављуд аст, ки ( ) abf =  мебошад. Нишон медињем, 

ки b решаи ягонаи муодилаи ( ) axf = . 

Фарз мекунем, ки дар фосилаи l боз адади bс ≠  мављуд аст, 

ки ( ) acf =  мебошад. Дар он сурат ё с<b ё, ки с>b мебошад. Вале 
функсияи f дар фосилаи l меафзояд, бинобар ин мувофиќан ё 

( ) ( )bfcf <  ё ки ( ) ( )bfcf >  мебошад. Ин ба баробарии 

( ) ( ) abfcf ==  мухолиф аст. Пас, фарзи кардаамон нодуруст 
мебошад ва дар фосилаи l  ѓайр аз адади b решањои дигари 
муодилаи ( ) ахf =  вуљуд надорад. 

Мисоли 1. Муодилаи 323 =+ хх  - ро њал мекунем. 

Њал. Функсияи ( ) xxxf 23 +=  дар тамоми тири ададї 
меафзояд (њамчун ду функсияи афзуншаванда). 

Бинобар ин муодилаи додашуда на зиёд аз як реша дорад. Бо 
осонї дидан мумкин аст, ки ин реша 1=х  мебошад. 

 
22. Арксинус, арккосинус, арктангенс ва арккотангенси адад 

22.1. Арксинус 

Маълум аст, ки функсияи синус дар порчаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 

меафзояд ва аз -1 то 1 њамаи ќиматњоро ќабул мекунад. Бинобар ин, 
мувофиќи теоремаи дар боло исбот кардашуда барои адади а – и 
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дилхоњ, ки 1≤а  аст, дар фосилаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 решаи ягонаи b –и 

муодилаи ax =sin  вуљуд дорад. Ин адади b-ро арксинуси адади а 
меноманд ва бо aarcsin  ишорат мекунанд. (расми 22). 

Таъриф. хarcsin  кунљест, ки синуси он 
ба х баробар аст. 

Функсияи хarcsin  ба функсияи хsin  

чаппа мебошад (ба монанди он, ки х  ба 

функсияи 2х  чаппа аст). 

Мисоли 2. 
2
2arcsin - ро меёбем. 

Њал. 
42

2arcsin π
=  аст, чунки 

2
2

4
sin =

π
 ва ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈

2
;

24
πππ

 

Мисоли 3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1arcsin -ро меёбем. 

Њал. Ададе, ки синусаш ба 
2
1

−  баробар аст (аз фосилаи 

62
;

2
πππ

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−  мебошад. Бинобар ин 

62
1arcsin π

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  аст. 

Якчанд айниятњое, ки ба арксинус мансубанд меорем: 
1) ( ) aa =arcsinsin . 

Ин айният аз таърифи арксинус бармеояд aarcsin  инчунин х 
мебошад, чунки ax =sin  аст. 

2) ( ) xx =sinarcsin , агар ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈

2
;

2
ππx  

бошад. 
Дар њаќиќат агар xsin -ро ба а ишорат 

кунем, он гоњ айнияти мо ба таърифи 
арксинус баробарќувва мешавад. Ќайд 

мекунем, ки ифодаи ( )xsinarcsin  барои 
ќимати дилхоњи х маъно дошта, њангоми 

Расми 22

Расми 23 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∉

2
;

2
ππx  будан ба х баробар нест. Аз таърифи синус ошкор 

аст, ки xAB sin= , онгоњ камони СВ, ки ба кунљи марказии х  такя 
мекунад, xarcsin  аст, чунки дар инљо arc  аз калимаи arcus , яъне 
камон гирифта шудааст. Айнан њамин тавр 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== xxxOA

2
sincos,cos π

 аст, бинобар ба кунљи маркази 

камони BD такя мекунад xBD arccos=  мебошад (расми 23) 

( ) xx =cosarccos , ( ) πnxx 2cosarccos += , ( ) πnxx 2sinarcsin +=  
мебошад. 

3) ( ) aa arcsinarcsin −=− . 
Дар њаќиќат, синусњои тарафњои рост ва чап ба њамдигар 

баробаранд: 
( )( ) ( ) ( ) aaaваaa −=−=−=− arcsinsinarcsinsinarcsinsin . 

Дар айни замон ќисми рости баробарии исботшаванда кунље 

мебошад, ки мутаалиќи порчаи 
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ  аст. Бинобар он ќисмњои 

чап ва рост бо њам баробаранд. 

 
 

198. Оё ифода маъно дорад? 

( ) .
7
2arcsin);203arcsin);5,1arcsin);

3
2arcsin) гвба −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

199. Њисоб кунед:  

3 2 1) arcsin 0; ) arcsin ; ) arcsin1; ) arcsin ; ) arcsin ;
2 2 2

а б в г д
⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )1) arcsin ; ) arcsin 1 ; ) arcsin 2; ) arcsin .
22

и к л м π
−  

1. aarcsin  чист? 
2. Нисбат ба арксинус кадом айниятњоро медонед? 
3. aarcsin  барои кадом ќиматњои а муайян аст? 
4. aarcsin  чї гуна ќиматњоро ќабул менамояд? 
5. Оё yxваxy == sinarcsin баробарќувваанд? 

? 
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1 5 12 3) sin arcsin ; ) sin arcsin arcsin ; ) arcsin ;
2 13 13 2

e ж з
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

200. Ќимати ифодаро ёбед: 

( ) .;
2

,sinarcsin);
4
5sinarcsin)

;
7

sinarcsin);
4
1arcsinsin)

бошадхагарxгв

ба

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

πππ

π

 

Машќњо барои такрор 
201. Амалњоро иљро кунед: 

8 1 1 1 722 2 : 3 1:1 4 :13
33 3 2 15 81) : ; 2) : .5 1 3 1 2 715 : 3 1 3 : 6 5 :1
8 8 5 8 3 8

⋅

⋅
 

202. х-ро ёбед: 

.8
3
1

3
2);

2
122

2
1

2
17) =⋅=⋅ хбха  

203. Дар мактаб 880 нафар тањсил мекунанд. Аз онњо 75% ба туризм 
машѓуланд. Аз шумораи умумии ба туризм машѓулбуда 55%-ро 
духтарон ташкил медињанд. Духтарон чанд нафаранд? 
204. Њисоб кунед: 

.
8

5);
3

82cos);
6
41sin) πππ tgвбa  

22.2. Арккосинус 

Функсияи косинус дар порчаи [ ]π;0  кам мешавад ва њамаи 
ќиматњои аз -1 то 1 бударо ќабул мекунад. Бинобар ин барои адади 

дилхоњи a  ки ин љо 1≤a  аст, дар порчаи [ ]π;0  решаи ягонаи b –и 

муодилаи ax =cos  вуљуд дорад. Њамин адади b-ро арккосинуси 
адади а меноманд ва бо aarccos  
ишорат мекунанд. (расми 24). 

Таъриф. xarccos  кунљест, ки 
косинуси он ба х  баробар аст. 
функсияи xarccos  ба функсияи xcos  
чаппа мебошад. 

Мисоли 1. 
2
3arccos -ро 

меёбем. 
Расми 24 
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Њал. 
62

3arccos π
=  мебошад, чунки 

[ ]πππ ;0
62

3
6

cos ∈= ва  аст. 

Мисоли 2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
2arccos -ро меёбем. 

Њал. 
4

3
2
2arccos π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  мебошад, чунки 

2
2

4
3cos −=
π

   

[ ]ππ ;0
4

3
∈   аст. 

Айниятњоеро меорем, ки онњо ба арккосинус мансубанд: 
1) ( ) aa =arccoscos . Ин айният аз таърифи арккосинус 

бармеояд. 
2) ( ) [ ]π;0,cosarccos ∈= xагарxx  бошад. 
Ишораи ax =cos  - ро истифода бурда, таърифи 

арккосинусро њосил мекунем:  [ ]π;0,arccos ∈= xагарxa  ва 
ax =cos  бошад. 

3) ( ) .arccosarccos aa −=− π  
Аз њар ду тарафи ин ифода косинус гирифта онро њисоб 

мекунем:  
( )( ) ( ) ( ) aaaaa −=−=−−=− arccoscosarccoscos;arccoscos π  

Дар њолати умумї аз баробар будани косинуси ду адад, 
баробар будани ин адањо барнамеояд. Вале агар ин ададњо ба 
порчаи [ ]π;0  тааллуќ дошта бошанд, он гоњ ин ададњо низ баробар 
мешаванд. 

Ќисми чапи баробарї ( )a−arccos  мутаалиќи порчаи [ ]π;0  
мебошад. Агар нишон дињем, ки ќисми рости баробарї 

aarccos−π  низ мутаалиќи порчаи [ ]π;0  мебошад, онгоњ аз 
баробарии косинуси онњо баробарии ададњо бармеояд. Њамин тавр 
исбот кардан лозим аст, ки aarccos−π  мутаалиќи [ ]π;0  мебошад. 

Дар њаќиќат, [ ] [ ],0;arccos,;0arccos ππ −∈−∈ a  пас 

[ ]ππ ;0arccos ∈− a  мебошад. Айнияти 3) исбот шуд. 
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205. Њисоб кунед: 

( )

( )

.
2
1arccos)

;
2
3arccos);

2
1arccos);0arccos);3arccos)

;1arccos);
2
2arccos);1arccos);

2
1arccos)

и

зжeд

гвба

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

 

206. Ќимати ифодаро ёбед: 

.
5

6cosarccos)

;
5

cosarccos);
5

3cosarccos);
5
1arccoscos)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π

ππ

г

вба
 

207. Оё ин ифодањо маъно доранд? 

.arccos);
3
2arccos);5arccos) πвба  

208. Њисоб кунед: 

( )( ) ( ).6cosarccos);40cosarccos)

;
9

cosarcsin);
5

6cosarccos);
3
1arcsincos)

0 π

ππ

дг

вба

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

 

209. Айниятро исбот кунед: 

.
2
1arccos

3
2cosarccos);

3
cos

2
1arccoscos)

;
6

sin
2
1arcsinsin);

22
1arccos

2
1arcsin)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

ππ

ππ

гв

ба
 

1. Таърифи aarccos -ро дињед. 
2. aarcsin  барои кадом ќиматњои а муайян аст? 
3. aarccos  чї гуна ќиматњоро ќабул мекунад? 
4. Чї гуна айниятњоро барои aarccos  медонед? 
5. Оё xyваxy == cosarccos  баробарќувваанд? 

? 
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Машќњо барои такрор 
210. Амалњоро иљро кунед: 

( ) .4,16,05992,0008,0);32,16,308,275,5) ⋅⋅⋅+⋅−⋅⋅ бa  

211. Ададро ёбед, агар: 

.225%45)
;24%8)

бошадбаробарониб
бошадбаробарбаададиниа

−
−

 

212. Ифодаро содда кунед: 
( )

( ) .
sin

);sin)
βα
βα

βα
βα

+
+

−
− ctgctgб
tgtg

а  

213. Аз 750 нафар хонандагони мактаб 80% дар мањфилњои гуногун 
иштирок доранд, аз онњо 5% иштирокчиёни радио мањфил 
мебошанд. Иштирокчиёни мањфил чанд нафаранд? 
 

22.3. Арктангенс 

Функсияи тангенс дар фосилаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 меафзояд ва тамоми 

ќиматњоро аз маљмўи ададњои њаќиќї ќабул мекунад. Бинобар ин, 

барои адади дилхоњи а дар фосилаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 решаи ягонаи b –и 

муодилаи atgx =  вуљуд дорад. Адади b-ро арктангенси адади а 
меноманд ва бо arctga  ишорат мекунанд. (расми 25). 

Таъриф. arctgx  кунљест, ки тангенси он ба х баробар аст. 
 
Функсияи arctgx  ба функсияи tgх  

чаппа мебошад. 
Мисоли 1. 1arctg - ро меёбем. 

Њал. 
4

1 π
=arctg  аст, чунки 1

4
=

πtg  

ва ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

24
πππ

 мебошад. 

Мисоли 2. ( )3−arctg  -ро меёбем. 

Њал. ( )
3

3 π
−=−arctg  аст, чунки 

Расми 25
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3
3

tg π⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ва ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈−

2
;

23
πππ

 мебошад. 

Мисоли 3. 

( ) ( )( )0arccos1arcsin3sin +−+−arctg -ро њисоб мекунем. 

Њал. Фарз мекунем, ки ( ) α=− 3arctg  аст, он гоњ 

3−=αtg  ва ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

2
ππα . Аз ин љо 

3
πα −= . 

Бигузор ( ) β=−1arcsin  бошад, он гоњ 1sin −=β  ва 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

2
ππβ , бинобар ин ;

2
πβ −=  

Агар γ=0arctg  фарз кунем, он гоњ 0=γtg  мешавад, 

.
2

;
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

ππγ  

Аз ин љо .0=γ  
Ќиматњои ёфташударо љамъбаст намуда њосил мекунем: 

.
2
1

6
5sin

6
5sin0

23
sin −=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

ππππ
 

Айниятњои зерин љой доранд: 

1) ( ) xtgxarctg =  агар 
22
ππ

<<− x  бошад, масалан, 

.
44
ππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tgarctg  

2) ( ) xarctgxtg =  барои адади дилхоњи њаќиќии х масалан, 

( ) .11 =arctgtg  
 

 
 

1. Ифодањои arctgxy = ва xtgy = баробарќувваанд, ё 
не? 
2. Таърифи арктангенсро баён кунед. 
3. Кадом айниятњоро барои арктангенс медонед? 
4. Функсияи арктангенс афзуншаванда аст ё 
камшаванда? 

? 
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214. Њисоб кунед: 

( )

.
2

);
3

1);
3
3);

2
)

;
2

);
3
3);0);1);3)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

ππ

π

tgarctgиarctgзarctgжarctge

arctgдarctgгarctgвarctgбarctgа
 

215. Ќимати ифодаро ёбед: 

( ) .
3
43);3);

10
)

;
6
5);

3
1);2)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

arctgtgetgarctgдtgarctgг

tgarctgвarctgtgбtgarctgа

π

π
 

216. Њисоб кунед: 

( )( )

( )( ) .
3

10);30)

;3
3

1);11)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−+−+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−+

arctgarctgtgгarctgarctgtgв

arctgarctgtgбarctgarctgtgа
 

217. Њисоб кунед: 

( )

( ) .
3

13
2
1arccos

2
31arcsin)

;1arcsin
2
3arccos3)

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−+−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

arctgб

arctgа
 

 
Машќњо барои такрор 

218. Ифодаро содда кунед: 

.
4

sin
3

cos
4

cos
3

sin);
6

sin
4

sin
6

cos
4

cos) ππππππππ
⋅−⋅⋅−⋅ ба  

219. Њисоб кунед: 

.
2
1arccos

2
1arcsin);

2
1arcsin21arccos) ++ ба  

220. Нобаробариро њал кунед:  

( ) ( ) .711210);425) 2 xxбxxxа −≥−−+≤+  
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221. Поезд мебоист масофаи байни шањрњои А ва В-ро мувофиќи 
љадвал дар 4 соату 30 даќиќа тай мекард. Лекин поезд бо сабабњои 
техникї аз шањри А 30 даќиќа дертар ба роњ баромад. Поезд барои 
он, ки ба шањри В ба ваќташ омада расад суръаташро 10 км/соат 
зиёд кард. Масофаи байни шањрњои А ва В-ро ёбед. 
 

22.4. Арккотангенс 
Функсияи котангенс дар фосилаи [ ]π;0  

кам мешавад ва тамоми ќиматњоро аз маљмўи 
ададњои њаќиќї ќабул мекунад. Бинобар ин 
барои адади дилхоњи дар фосилаи [ ]π;0  
решаи ягонаи b –и муодилаи actgx =  вуљуд 
дорад. Ин адади b-ро арккотангенси адади а 
меноманд ва бо arcctga  ишорат мекунанд. 
(расми 28). 

Таъриф. arcctgx  кунљест, ки 
котангенси он ба х  баробар аст. функсияи 
arcctgx  ба функсияи ctgx  чаппа мебошанд. 

Мисоли 1. 
3

1arcctg -ро меёбем. 

Њал. 
63

1 π
=arcctg  аст, чунки [ ]πππ ;0

33
1

3
∈= ваctg  

мебошад. 

Мисоли 2. ( )3−arcctg -ро меёбем. 

Њал. ( )
6

53 π
=−arcctg  аст, чунки 3

6
5

−=
πctg  ва 

( )ππ ;0
6

5
∈  мебошад. 

Мисоли 3. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−+−

3
1)1(2)1( arctgarctgarctgtg -ро њисоб 

мекунем. 

Њал. Фарз мекунем, ки ( ) α=−1arctg , он гоњ 

4
,1 παα −=−=tg . Бигузор ( ) β=−1arctg  он гоњ 

Расми 26
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4
3,1 πββ =−=ctg . Бигузор γ=

3
1arcctg , он гоњ 

3
,

3
1 πγ =ctg  

мешавад. 
Ќиматњои њосилшударо ба назар гирифта њосил мекунем: 

( )

32
3045
30451

304515
44

32
4

00

00

000

−−=
−
⋅+

−=

=+−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+−

ctgctg
ctgctg

ctgctgctg πππ

 

 
222. Њисоб кунед: 

( )
( ).1);

3
1)

;3);1);0);3)

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

−

arcctgearcctgд

arcctgгarcctgвarcctgбarcсtgа
 

223. Њисоб кунед: 

( ) .
4

);3);
2

)

;
4
1

2
1);

6
5);

5
3)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

ππ ctgarcctgearcctgctgдctgarcctgг

arctgarctgtgвarctgctgбarctgtgа
 

 
Машќњо барои такрор 

224. Системаи муодилањоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−

=+++

.6
;72

)
;6
;18

)
22

22

22

yx
xyyx

б
yxyx
yxyx

а  

225. Айниятро исбот кунед: 
( ) ( )
( ) ( ) .sincoscoscos)

;sincos2sinsin)
22 βαβαβα

βαβαβα

⋅=−⋅+

⋅=−−+

б
а

 

1. Функсияи котангенс дар кадом фосила кам 
мешавад? 
2. Таърифи арккотангенсро дињед. 
3. Маљмўи ќиматњои арккотангенсро нависед? 
4. Функсияи арккотангенс афзуншаванда аст ё 
камшаванда? 

? 
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226. Завод мебоист дар мўњлати муайян 800-то детал месохт. Завод 
мувофиќи график кор карда, 25%-и супоришро иљро кард ва баъд 
њар рўз аз норма 10-тогї зиёдтар детал сохта супоришро 2 рўз 
пештар иљро кард. Завод супоришро дар чанд рўз иљро кард? 
 

22.5. Алоќаи байни функсияњои роста ва чаппаи тригонометрї 
Њангоми омўзиши функсияњои чаппаи тригонометрї ќайд 

карда шуда буд, ки синус бо арксинус, косинус бо арккосинус, 
тангенс бо арктангенс ва котангенс бо арккотангенс байни њам 
чаппа буда xarcctgxctgxarctgxtgxxxx ==== )(,)(,)cos(arccos,)sin(arcsin  
мебошанд 

Ингуна алоќамандии функсияњои роста ва чаппаи 
тригонометриро меорем: 

1. )sin(arccos x  ёфта шавад. 

Ошкор аст, ки xx 2cos1sin −±= , бинобар он 

( ) ( ) 22 1arccoscos1arccossin xxxx −±=−±= , яъне 21)sin(arccos xx −±= . 

2. yarctgx =)sin(  ишора намуда њосил мекунем: 

yarctgx arcsin= . Тангенси њарду тарафи ин формуларо меёбем: 

( ) ( ) ( )
( )y

yytgarctgxtg
arcsincos
arcsinsinarcsin == . 

Айнан ба монанди боло муњокима ронда њосил мекунем: 

( ) ( ) ( ) 1,arcsinsin,1arcsincos 2 ==−= arctgxtgyyyy . 

Аз ин љо 
21 y

yx
−±

= . Њар ду тарафи ин формуларо ба 

квадрат бардошта у - ро муайян менамоем: 

;
1

,
1

,
1 22

2

2

2

x
xy

x
xy

y
yx

+
±=

+
=

−
= 22  

Азбаски синус ва арктангенс дар чоряки якум барои ќиматњои 
0,0 >> yx  дорои аломати якхелаанд, бинобар ин: 

( )
21

sin
x

xarctgx
+

= . 

Айнан њамин тавр њосил мекунем ( )
21

1sin
x

arcctgx
+

= . 

Акнун љадвали алоќамандии функсияњои роста ва чаппаи 
тригонометриро тартиб медињем: 
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1) ;)(arcsinsin xxx =  

2) ;1)sin(arccos 2xx −=  

3) ;
1

)sin(
2x

xarctgx
+

=  

4) ;
1

1)sin(
2x

arcctgx
+

=  

1) ;1)cos(arcsin 2xx −=  

2) ;)cos(arccos xx =  

3) ;
1

1)cos(
2x

arctgx
+

=  

4) .
1

)cos(
2x

xarcctgx
+

=  

 
§6. Њалли муодилањои тригонометрї ва системаи муодилањо 

 
Муодилаи тригонометрї гуфта, баробарии ифодањои 

тригонометриро меноманд, ки номаълум (таѓйирёбанда) фаќат дар 
зери аломати функсияњои тригонометрї омада бошад. Масалан,  

04sin5sin3sin,05
2
311

2

,0sin3cos,0133,1cos

=−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−=+−

xxxxtgxtg

xxxtgx

ππ   

ва ѓайра намуди муодилањои тригонометрианд: Аммо 

xxtgxxxx =+−== 2,
3
1

2
12cos,

2
1sin  

муодилањои тригонометрї набуда, онњоро муодилањои 
трассендентї меноманд. 
sin ; cos ;x a x a tgx a= = =  муодилањои оддитарини тригонометрї 
мебошанд, ки дар ин љо а – адади додашуда аст. 

Њал кардани муодилањои оддитарини тригонометри ин 
ёфтани маљмўи њамаи кунљњо (камонњо) мебошад, ки ќимати 
додашудаи функсияњои тригонометрї ба а баробаранд. 

Пеш аз он, ки ба њалли муодилањои тригонометрї шурўъ 
намоем, сохтани кунљ аз рўи ќимати функсияи тригонометрии онро 
дида мебароем. 

Масъалаи 1. Адади а дода шуда аст, кунљи (камони) α сохта 
шавад, ки косинуси он ба а баробар аст. 

Њал. Дар тири Ох нуќтаи N бо абсисаи ах =  - ро сохта, аз 
болои вай хати рости ба тири Оу параллел бударо мегузаронем. 
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Мавридњои зерин ба амал омада метавонанд (расмњои 27-29). 

Мавриди 1. Агар 1<а  бошад, дар он ваќт нуќтаи ),( oaN  

дар дохили давраи воњидиро дар ду нуќтаи гуногун бурида 
мегузарад, ки яке аз онњо М, дар нимдавраи болої, дигари он 2М -

дар нимдавраи поёнї мехобанд. Њар гуна кунљи α, ки барои он 

21, ОМёОМ  тарафи охирин мебошад, (расми 27) косинуси ба а 
баробар дорад: ax =cos  

Мавриди 2. Агар 1±=a  бошад, дар ин маврид нуќтаи 
),( oaN  ба охирњои ба яке аз диаметри уфуќї (горизонталї), 

мувофиќ меояд ва хати рости ба тири ордината параллелї ба 
давраи воњиди расанда шуда мегузарад. (расми 28). Барои тарафи 
охирини кунљи матлуб танњо як вазъият имконпазир аст: ОА  дар 
њолати а=1 ва ,ОА  дар њолати а= -1. ба ин мувофиќан kπα 2=  

(барои а=1) ва πα )12( += k  (барои а= -1) дар ин љо k – адади 

бутуни дилхоњ: ,...2,1,0 ±±=k  мебошанд. 

Мавриди 3. Агар 1>a  бошад он гоњ нуќтаи ),( oaN  берун аз 

доираи вохидї мехобад ва хати рости аз нуќтаи N–и ба тири 
ордината парллел гузаронидашуда, давраи воњидиро намебурад, 
бинобар он чунин кунљњо косинусашон ба адади а баробар вуљуд 
надорад. Аз њамаи кунљњо (камонњо), ки косинуси онњо ба а 

баробар аст (дар ин љо 1≤а ), кунљи хурдтарини мусбат 0а  дар 

байни аз 0 то π (дар нимњамвории болої) љойгир шудааст (расми 
29), ин кунљ (камон) кунљи (камони) асосї номида шуда, чунин 
ифода карда мешавад: aarccos0 =α  (арккосинуси а). 

Таъриф. Кунљи (камони) асосї aarccos  кунљ (камон) аст, ки 
дар байни аз 0 то π љой гирифта аст: 

Расми 29Расми 28Расми 27 
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π≤≤ aarccos0  мебошад, ки косинуси он ба а баробар аст. 

Агар 1>a  бошад он гоњ ифодаи aarccos  

маъно надорад, зеро кунљњои косинусашон 

ба ( )1>aa  вуљуд надоранд. 

Мисол.  

1) ;
32

1arccos;)1arccos(;01arccos ππ ==−=

5arccos;
3
2

2
1arccos π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  маъно надорад. 

Дар расми 30 кунљњои 
3
2arccos  ва ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
2arccos  нишон дода 

шудаанд. 
Масъалаи II. Адади а дода шудааст, кунљи α  сохта шавад, ки 

синуси вай ба а баробар бошад. 
Њал. Масъала ба њалли масъалаи 1 монанд аст; нуќтаи 
),( oaN  дар тири ордината сохта шуда, аз болои вай тири абсисса 

параллел гузаронида мешавад (расми 31-33). 

               
 

 

Мавриди I. Агар 1<а  бошад, он гоњ хати рости ба тири Ох 

параллел давраи воњидиро дар ду нуќта бурида мегузарад, ки яке аз 
онњо М1, дар нимдавраи рост ва нуќтаи дигари М2 дар нимдавраи 

чап мехобад. Радиус – векторњои 1ОМ  ва 2ОМ  ду вазъияти 
гуногуни тарафи охирини кунљи матлубро муайян мекунад. 

Мавриди 2. Агар 1α = ± бошад он гоњ барои тарафи охирини 
кунљи α яквазъияти имконпазир аст: OB барои 1α = ва OB , барои 

1α = − . Ба ин мувофиќан 2
2
πα κπ= + (барои 1α = ) ва 2

2
πα κπ= − +  

(барои 1),α = −  дар ин љо κ -адади бутуни дилхоњ мебошад. 

Расми 31 Расми 32 Расми 33

Расми 30
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Мавриди 3. Агар 1>а  бошад он гоњ масъала њал надорад, 

чунки ( )1>a  кунљњои синусашон ба адади а – и 1>a  баробар 

вуљуд надорад. 
Аз њамаи кунљњо (камонњо), ки синусашон ба а баробар аст ва 

дар ин љо 1<a  кунљи бузургии мутлаќаш хурдтарин кунљи асосї 

њисоб карда мешавад; ин кунљ дар байни аз 
2
π

−  то 
2
π

 (дар 

нимњамвории рост) љойгир шудааст. 
Таъриф. Кунљи (камони) асосї arccosa кунљ (камон) аст, ки дар 

байни аз 
2
π

−  то 
2
π

 љойгир шудааст: 

2
arcsin

2
παπ

≤≤−  мебошад, ки синуси он ба а баробар аст. 

Агар 1>a  бошад, он гоњ ифодаи aarcsin  маъно надорад. 

Мисол. ;
2

1arcsin;
62

1arcsin,00arcsin)1 ππ
===  

;
42

2arcsin π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  .

32
3arcsin π

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  Дар расми 34 сохтани 

кунљњои 
5
3arcsin =  ва ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

5
3arcsin  нишон 

дода шудааст. 
Масъалаи III. Адади а дода шудааст, 

кунљи (камони) а сохта шавад, ки тангенси 
он ба а баробар бошад. 

Њал. Дар тири тангенсњо нуќтаи 
),1( aN  бо ординатаи ба а баробарро 

мекашем (расми 35). Бо хати рост нуќтаи 
N  - ро бо ибтидои координата пайваст 
мекунем, ки он давраи воњидиро аз рўи ду 
нуќтаи муќобили якдигар хобидаи М1 ва 

М2 бурида мегузарад. Радиус-векторњои онњо бошад ду вазъияти 
гуногуни тарафњои охирини кунљи матлубро муайян мекунанд. Аз 
њамаи кунљњо (камонњо), ки тангенс доранд, њамон кунљ – кунљи 

Расми 34
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асосї њисоб карда мешавад, ки агар бузургии мутлаќаш хурдтарин 

бошад; ин кунљ дар байни 
2
π

−  ва 
2
π

 љойгир шудааст. 

Таъриф. Кунљи (камони) асосї arctga кунљи (камони) дар байни 

2
π

−  то 
2
π

 љойгир шуда мебошад, ки дар ин љо 
22
ππ

≤≤− arctg  

буда, тангенси он ба а баробар аст. 

Мисол. ;00)1 =arctg  ;
63

1)2 π
=arctg  

;
3

)3( π
−=−arctg  ;

4
1 π
=arctg  

.
4

)1( π
−=−arctg  

Дар расми 36 сохтани кунљњои 
2arctg  ва 2−arctg  нишон дода шудааст. 
 
Масъалаи IV. 

Адади а дода 
шудааст кунљи (камони) α сохта шавад, ки 
котангенси он ба а баробар бошад. 

Њал. Њалли ин масъала ба њалли 
масъалаи III монанд аст; аз координата ва 
нуќтаи дар тири тангенсњо хобидаи  №(а,1) 
хати рост мегузаронем ва нуќтаи бурриши 
онро дар давраи воњиди меёбем. Аз њамаи 
кунљњо (камонњо), ки котангенс доранд, 

њамон кунљ кунљи асосии 
хурдтарини мусбат њисоб 
карда мешавад, ки дар 
байни 0 ва π љой гирифтааст. 

Таъриф. Кунљи (камони) асосї arcctga њамон 
кунљ (камон) аст, ки дар байни 0 ва π љойгир 
шудааст: 0<arcctga<π мебошад, ки тангенси он ба а 
баробар аст. 

Мисол. ;
2

0 π
=arcctg  ;

4
1 π
=arcctg  

( )3−arcctg  нишон дода шудааст. 

Расми 35

Расми 36

Расми 37 
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Аз он мисолњое, ки дар боло оварда шудаанд, маълум 
мегардад, ки функсияњои cosα ва sinα чунин ќиматњои њаќиќии а – 
ро гирифта метавонад, ки бузургии мутлаќи он аз 1 зиёд набошад, 

яъне: 1sin;1cos ≤≤ αα  ё ки .1cos1 ≤≤− α  Функсияњои tgα ва 

ctgα ќиматњои дилхоњи њаќиќиро гирифта метавонанд. 
 

23. Муодилаи sinx=α 

Муодилаи ax =sin  њангоми 1>a  будан њал надорад, чунки 

барои ќимати дилхоњи х 1sin ≤x  аст. Њангоми 1≤a  будан 

муодила дар порчаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 танњо як њалли ax arcsin1 =  - ро 

дорад. Дар фосилаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
3;

2
ππ

 функсия синус кам мешавад ва њам 

ќиматњои аз -1 то 1 – ро ќабул мекунад. Мувофиќи теорема дар 
бораи решаи муодила, муодилаи ax =sin  дар ин порча низ якто 
реша дорад. Аз расми 33 аён аст, ки ин реша адади х2 буда ба 

aarcsin−π  баробар аст. Дар њаќиќат .sin)sin(sin 112 axxx ==−= π  

Илова бар ин аз 
22 1
ππ

≤≤− x  њосил мекунем; 

22 1
πππππ +≤−≤− x , яъне х2 ба порчаи ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

2
3;

2
ππ

 мутаалиќ аст. 

Инак, муодилаи ax =sin  дар порчаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
3;

2
ππ

 ду њал дорад: 

ax arcsin1 =  ва .arcsin2 ax −= π  Ба π2  баробар будани 
даври синусро ба назар гирифта, барои навишти тамоми њалњои 
муодила формулањои зеринро њосил мекунем: 

.,2arcsin
,2arcsin

Znnax
nax

∈+−=
+=

ππ
π

 

Њалњои муодиларо ба љои ду муодилаи њосилшуда бо як 
формула навиштан ќулай аст: 

Znax n ∈−= ,arcsin)1(  ва .
2

arcsin
2

ππ
≤≤− a  
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Њалњои муодилаи ax =sin  - ро дар давраи воњидї нишон 

додан ќулай. Мувофиќи таъриф xsin  ординаи нуќтаи −xP и давраи 

воњидї мебошад. Агар 1<a  бошад, чунин нуќтањо дутоанд (расми 

38); њангоми 1±=a  як нуќта мављуд аст (расми 39). 
Агар а=1 

бошад, ададњои 
ax arcsin1 =  ва 

ax arcsin2 −= π  бо 
њамдигар 
баробаранд; 
бинобар ин њалли 
муодилаи 1sin =x  - 
ро ба намуди 

Znnx ∈+= ,2
2

ππ
 

навиштан ќабул шудааст: 
Њангоми 1−=a  ва 0=a  будан навишти зерини њалњо ќабул 

шудааст: 

,1sin −=x  пас ,2
2

nx ππ
+−=  ки Zn∈  мебошад. 

,0sin =x  пас ,nx π=  ки Zn∈  мебошад. 

Мисоли 1. Муодилаи 
2
1

3
2sin =x -ро њал мекунем. 

Њал. 

.,
6

)1(
3
2,,

2
1arcsin)1(

3
2 ZnnxZnnx nn ∈+−=∈+−= πππ  

.,
2
3

4
)1( Znnx n ∈+−= ππ

 

Мисоли 2. Муодилаи 
2
22sin =

x
π

 - ро њал мекунем. 

Њал. .,
)1(4

8,,
4

)1(2 Zn
n

xZnn
x n

n ∈
−+

=∈+−= πππ
 

Расми 38 Расми 39 
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Мисоли 3. Муодилаи 
2
33sin −=

х
π

-ро њал мекунем. 

Њал. Азбаски aa arcsin)arcsin( −=−  мебошад, њосил 
мекунем: 

.,
3

)1(3,,
2
3arcsin)1(3 11 Znn

x
Znn

x
nn ∈+−=∈+−= ++ πππππ

 

.;
)1(3

9,,
2
1)1(3

1
1 Zn

n
xZnn

x n
n ∈

−+
=∈+−= +

+π
 

;,
))1(3(

81
21 Zn

n
x n ∈

−+
= +  њангоми ,0=n  810 =x  аст. 

1. Чаро муодилаи ax =sin  њангоми 1>a  будан њал 

надорад? 
2.  Муодилаи ax =sin  дар кадом фосилањо расо як њал 

дорад? 
3.  Њалли умумии муодилаи ax =sin  - ро нависед. 

4.  Барои кадом ќиматњои х дар порчаи [ ]π2;0  функсияи 

:sin x  а) афзуншаванда; б) камшаванда; в) ќиматњои 
мусбат ќабул мекунад? 

 
227. Муодиларо њал кунед: 

;01,0sin);
3

sin);
4

2sin)

;
2
2)23sin();0sin);1

3
3sin)

;14sin);
2
12sin);

2
3

4
3sin) 2

===

−=−=−=

=−==

xиxзxж

xе
x

дг

x
в

x
бxа

ππ

ππ

ππ

 

228. Муодиларо њал кунед: 

( ) .02sin2sin);12sin2);2sin2)

;14sin);
2
12sin);

2
2sin);14sin)

=−−==

==−=−=

xxжxеxд

xгxвxбxа
 

? 
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Машќњо барои такрор 
229. Системам муодилањоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

=−

=+

⎩
⎨
⎧

=−

=++

.36,3
,23

)
2

043
)

222 xyx
xy

б
yx
yx

а  

230. Агар сурати касри оддї ба квадрат бардошта шавад ва 
махраљаш як воњид кам карда шавад, касри ба адади 2 баробар 
њосил мешавад. Агар сурати каср 1 воњид кам ва махраљаш 1 воњид 

зиёд карда шавад, касри ба 
4
1

 баробар њосил мешавад. Ин касрро 

ёбед. 

231. Ифодаи 
α

α
α

α
cos1

sin
cos1

sin
−

+
+

 - ро аввал содда кунед, баъд 

њангоми 
8
1sin −=α  будан ќиматашро ёбед. 

24. Муодилаи cosx=α 

Аён аст, ки агар 1>а  бошад, муодилаи ax =cos  њал 

надорад, чунки барои х – и дилхоњ 1cos ≤x  мебошад. 

Бигузор 1≤а  бошад. Њамаи ќиматњои х – ро бояд ёфт, ки 

барояшон ax =cos  шавад. Дар порчаи ];0[ π  расо як њалли 
муодилаи ax =cos  вуљуд дорад, ки он адади aarccos  мебошад.  

Косинус функсияи љуфт мебошад пас дар порчаи ]0;[ π−  низ 
муодила як њал дорад, ин адад .arccosa−  Инак, муодилаи 

ax =cos  дар порчаи ],;[ ππ−  ки дарозиаш ба π2  баробар аст, ду 

њал дорад: .arccosax ±=  
Ба сабаби даври будани функсияи косинус њамаи њалњои он аз 

ин њалњо ба бузургии )(,2 Zпп ∈π  фарќ мекунад, яъне формулаи 
ёфтани решањои муодилаи ax =cos  чунин аст: 

.,2arccos Znnax ∈+±= π
Њалли муодилаи мазкурро дар давраи воњидї нишон додан 

мумкин аст. Мувофиќи таъриф xcos  -и абсиссаи нуќтаи xP  - и 

давраи воњидї мебошад. 
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 Агар 0<a  

бошад, чунин 
нуќтањо дутоанд 
(расми 40,а); вале 
агар 1=a  ё 

1−=a  бошад, як 
нуќта мављуд аст 
(расми 40, б) ва 
њангоми 1=a  
будан aarccos  ва 

aarccos− баробар 
мешаванд (онњо ба нол баробаранд), бинобар ин њалњои муодилаи 

1cos =x - ро намуди ,,2 Znnx ∈= π  навиштан ќабул шудааст. 

Барои 1−=a  ва 0=a  низ шакли махсуси навишти њалњои 
муодилаи ax =cos  ќабул шудааст: 

1cos −=x  он гоњ 0cos.,2 =∈+= xZnnx ππ  он гоњ 

.,2
2

Znnx ∈+= ππ
 ё .,2

2
Znnx ∈+±= ππ

 

Мисоли 1. Муодилаи 
2
3

6
5cos =x  -ро њал мекунем. 

Њал. .,2
66

5;,2
2
3arccos

6
5 ZnnxZnnxx ∈+±=∈+±= πππ  

.,
5

12
5

Znnx ∈+±= ππ
 

Мисоли 2. Муодилаи 
2
2)23cos( =−x -ро њал мекунем. 

Њал. ;,2
2
2arccos23,

2
2)23cos( Znnxx ∈+±=−=− π  

.,
3
2

123
2;,2

4
23 ZnnxZnnx ∈++±=∈+±=− ππππ

 

Мисоли 3. Муодилаи 
2
3cos −=xπ -ро њал мекунем. 

а) б)Расми 40
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Њал. ,,2
2
3arccos Znnx ∈+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±= ππ  ;,2

6
5 Znnx ∈+±= πππ  

0,2
6
5)1 Nnnx ∈+=  дар ин љо ;2

6
5,...2,1,0

2

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== nxN π  

.,2
6
5,,2

6
5)2

2

NkkxNnnx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=∈+−= π  

Мисоли 4. Муодилаи 
2
2)12cos( −=−x -ро њал мекунем. 

Њал. 

;,2
2
2arccos12,

2
2)12cos( Znnxx ∈+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±=−−=− π  

;,2
2
2arccos12 Znnx ∈+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±=− ππ   ;,2

4
12 Znnx ∈+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −±= πππ  

;,2
4
312 Znnx ∈+±= ππ                   ;,

8
3

2
1 Znnx ∈+±= ππ   

.,2
3

Zkkx ∈+= ππ
 

1. Барои чї њангоми 1>a  будан муодилаи ax =cos њал 

надорад? 
2. Њалли муодилаи тригонометрї чї маъно дорад? 
3. Барои кадом ќиматњои а муодилаи ax =cos  њал 
дорад? 

4. Даврї функсияи косинусро нависед. 
232. Муодиларо њал кунед: 

.0
3

2cos);
4

cos);
2
2)32cos()

;0cos);
2
22cos);

2
32cos)

;
2
32cos);

2
1

3
2cos);

2
12cos)

2

==−=−

==−=

==−=

xиxзxж

x
е

x
д

x
г

x
вxбxа

ππ

πππ

π

 

233. Муодиларо њал кунед: 

? 
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.
2
3

4
2cos);01cos3);02cos2)

;01cos2);03cos2);1cos)

;
2
3cos);

2
1cos);

2
22cos)

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=+

=−=+−=

===

πxиxзxж

xеxдxг

xвxбxа

 

Машќњо барои такрор 
234. Нобаробариро њал кунед: 

.
9
1

3
1);4);101,0) 222 >−≤≤ xвxxбxа  

 
235. Муодиларо њал кунед: 

.02sin);
2
3sin);

2
2sin) =−=−= xвxбxа  

236. Киштї бо равиши љараёни дарё нисбат ба муќобили љараён бо 

суръати 
2
11  маротиба тезтар њаракат мекунад. Суръати 

љоришавии дарё 2,9 км дар як соат аст. Суръати киштиро дар 
оби ором муайян намоед. 

 
25. Муодилаи tgx=a 

Барои ќимати дилхоњи а дар фосилаи ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 расо як адади 

х мављуд аст, ки барояш atgx =  дар фосилаи ,
2

;
2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−

ππ
 ки 

дарозиаш ба π баробар аст, расо як 
реша дорад. Функсияи тангенс дорои 
даври π мебошад. Пас, решањои 
дигари муодилаи atgx =  аз решаи 

ёфташуда ба бузургии )( Zпп ∈π  
фарќ мекунад, яъне 

., Znnarctgax ∈+= π  
Њалли муодилаи atgx =  -ро бо 

ёрии хати тангенсњо нишон додан 
мумкин аст (расми 41). Барои адади Расми 41 
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ихтиёрии а дар хати тангенсњо танњо як нуќтаи дорои ординатаи а 
(нуќтаи Т(1;а)) мављуд аст. хати рости ОТ давраи воњидиро дар ду 

нуќта мебурад; дар ин сурат дар фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ

 нуќтаи Р – и 

њамвории рост мувофиќ меояд, ки барояш arctgax =1  аст. Бояд 

ќайд намуд, ки arctgaaarctg −=− )(  мебошад. 

Мисоли 1. Муодилаи 32 =xtg -ро њал мекунем. 

Њал. ,
3

2,32 nxnarctgx πππ +=+=  .
3

)13(2 π
+= nx  

.,
6

)13( Znnx ∈+=
π

 

Мисоли 2. Муодилаи 1
3
2

−=
x

tg -ро њал мекунем. 

Њал. ,)1(
3
2 narctg
x

π+−=  ,1
3
2 narctg
x

π+−=  ,
43

2 nππ
+−=  

,
4

)14(
3
2 π

−= n
x

 ,
8

3)14(1 π
−= n

x
 .,

3)14(
8 Zn

n
x ∈

−
=

π
 

1. Муодилаи atgx =  дар фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ

 чандто њал    

     дошта метавонад? 
2. Даври функсияи тангенс ба чї баробар аст? 
3. Њалли умумии муодилаи atgx =  - ро нависед. 

237. Муодиларо њал кунед: 

.0);0)32();2)1()

;1);1
3

);
3
3)

;
33

);33);3
2

)

2

==−−=−

−==−=

−=−==

tgxиxtgзxtgж
x

tgеtgд
x

tgг

xtgвxtgбxtgа

πππ

π

 

238. Муодиларо њал кунед: 

? 
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02)

;3
42

);3
3

);
3

1
3

)

;232);232);012);01)

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=−==+=−

xtgз

xtgжxtgеxtgд

xtgгxtgвxtgбtgxа
ππ  

Машќњо барои такрор 

239. Нобаробарии 0352 2 >−− xx -ро њал кунед: 
240. Муодиларо њал кунед: 

.
2
1

4
sin);02sin2);1sin) ==+−=

xвxбxа  

241. Фарќи квадратњои ду адад ба 100 баробар аст. Агар аз 
сечанди адади якум дучанди адади дуюм тарњ карда шавад, адади 
30 њосил мешавад. Ин ададњоро ёбед. 

 
Њолатњои хусусии муодилањои тригонометрии  
соддатаринро дар намуди љадвал меорем: 

N Муодила Маљмўи њалњо 

ax =sin  .,arcsin)1( Znnax n ∈+−= π  

1sin −=x  ,2
2

nx ππ
+−=  .Zn∈  

0sin =x  ,nx π=  .Zn∈  
1 

1sin =x  ,2
2

nx ππ
+=  .Zn∈  

ax =cos  ,2arccos nax π+±=  .Zn∈  

1cos −=x  ),12( += nx π  .Zn∈  

0cos =x  ),12(
2

+⋅= nx π
 .Zn∈  

2 

1cos =x  ,2 nx π=  .Zn∈  

atgx =  ,narctgx π+=  .Zn∈  

1−=tgx  ,
4

nx ππ
+=  .Zn∈  

0=tgx  ,nx π=  .Zn∈  
3 

1=tgx  ,
4

nx ππ
+=  .Zn∈  
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Муодилањои тригонометрии нисбатан мураккабро дида 
мебароем. 

 
26. Муодилањои тригонометрии аргументашон якхела 

Ин намуди муодилањои тригонометрї, мансуби муодилањое 
мебошанд, ки онњо як функсияи тригонометрии њамон як аргуменро 
дар бар мегирад. Ба ибораи дигар номаълуми х фаќат дар тањти як 
функсияи тригонометрї дода мешавад. 

Мисоли 1. Муодилаи 01sin3sin2 2 =+− xx  - ро њал мекунем. 
Њал. Баъди дохил намудани таѓирёбандаи нави 

( )1sin ≤= uux  муодила намуди зеринро мегирад: 

;
4

13
4

13
22

12493,0132 2,1
2 ±

=
±

=
⋅

⋅⋅−±
=−+− uuu  

.
2
1;1 21 == uu  

Аз ин љо 11sin ux =  ва ,sin 22 ux =  

.,
6

)1(.,2
2

)1(

,
2
1arcsin)1(,21arcsin)1(

1sin),1sin

21

21

21

ZnnxZnnx

nxnx

xбx

nn

nn

∈+−=∈+−=

+−=+−=

==

ππππ

ππ  

Мисоли 2. Муодилаи 03cos2cos2 =−+ xx -ро њал мекунем. 

Њал. ( )1cos ≤= uux  гузошта, њосил мекунем: 

.3,1,21311,032 212,1
2 −==±=+±−==−+ uuuuu  

Аз ин љо 1cos 1 =x  ё .3cos 2 −=x  

Дар муодилаи 13)3(3,3cos >=−−=−−=x  аст, бинобар ин 

муодилаи 3cos −=x  њал надорад (∅) ва мо муодилаи 1cos =x  - ро 
њал мекунем: arccos1 2 , 2 ,x n x n n Zπ π= ± + = ∈  

Мисоли 3. Муодилаи 0342 =+− tgxxtg  ро њал мекунем. 

Њал. ,utgx =  аз ин љо ,0342 =+− uu  

.3;1,12342 212,1 ==±=−±= uuu  
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,1)1 1 =tgx  аз ин љо narctgx π+= 11  ё .,
4

Znnx ∈+= ππ
 

,3)2 2 =tgx  аз ин љо .,32 Znnarctgx ∈+= π  

Мисоли 4. Муодилаи 0253 2 =−− ctgxctgx -ро њал мекунем. 

Њал. ,uctgx =  он гоњ ,0253 2 =−− uu  

;
6

75
6

495
32

234255
2,1

±
=

±
=

⋅
⋅⋅+±

=u  2,
2
1

21 =−= uu  

.,2,2)2

,
3
1,

3
1)1

22

11

Znnarccttgxctgx

Znnarcctgxctgx

∈+==

∈+−=−=

π

ππ
 

1. Решаи бегона чї гуна реша аст? 
2. тарзњои ба муодилаи квадратї овардани муодилаи 
тригонометриро бо як ё ду мисол нишон дињед. 

242. Муодиларо њал кунед. 

.0
2
13cossin4);012)

;0122);03sin2sin)
;03sinsin);03cos7cos2)

224

22

22

=−+=−−

=−−=−−

=−−=+−

xxеxtgxtgд

tgxxtgгxxв
xxбxxа

 

243. Муодиларо њал кунед: 

;01sin2cossin);032cos72sin3) 222 =++−=−+ xxxбxxа  
Машќњо барои такрор 

244. Системаи муодилањоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

=
=+

⎩
⎨
⎧

=−
=−

;23
;182

)
;25

;72
)

2

yx
yx

б
yx

yxy
а  

245. Ќимати ифодањоро ёбед: 

.sin2
2

3cos)sin()

;cos
2

3sin30cos4
2

sin5)

ππππ

πππ

tgб

а

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−

+−+
 

246. Пайдарпайї )( na  бо формулаи 14 −= nan  дода шудааст. 

Аъзои чандуми пайдарпайї ба: а) 91; б) 399 баробар мешавад? 
 

? 



 116

27. Усули ба як функсия овардан 
Агар муодила функсияњои гуногуни тригонометрии 

аргументи номаълумро дар бар гирад, он гоњ њамаи ин функсияњоро 
бо як функсия ифода карда, амали гуоришро иљро намуда, 
муодилаеро, ки танњо як функсия тригонометрии аргументи 
номаълумро дар бар мегирад, тартиб додан лозим аст. 

Дар ваќти истифода бурдани формулањое, ки ба воситаи як 
функсия функсияи дигари тригонометриро ифода менамоянд, ба 
муодила дохил намудани радикал мумкин аст ва дар ваќти аз 
радикал озод кардани муодила решаи бегона ба вуљуд омада 
метавонад. Бинобар он тавсия мекунем, ка (агар имконпазир 
бошад) функсияњои тригонометрї тавре ба њам иваз карда мешавад, 
ки ба муодила радикал дохил нашавад. 

Мисоли 1. Муодилаи xx 2sin2cos3 = -ро њал мекунем: 

Њал. x2sin -ро бо x2cos1−  иваз намуда, муодилаи 
квадратиро нисбат ба xcos  њосил мекунем: 

),cos1(2cos3 2 xx −−  ё .02cos3cos2 2 =−+ xx  
Акнун њалли муодилаи њосилшударо меёбем: 

.
2
1;2

;
4

53
22

1693,0232,cos

21

2,1
2

=−=

±−
=

⋅
+±−

==−+=

uu

uuuux
 

.,2
3

,2
2
1arccos Znnxnx ∈+±=+±= πππ  

Мисоли 2. Муодилаи 0sin3cos2 2 =+ xx -ро њал мекунем:  

Њал. x2cos -ро ба x2sin1−  иваз намуда, њосил мекунем: 

( ) ,0sin3sin12 2 =+− xx  ,0sin3sin22 2 =+− xx  

,02sin3sin2 2 =−− xx  ,sin ux =  ,0232 2 =−− uu  

.2;
2
1;

4
53

4
1693

212,1 =−=
±

=
+±

= uuu  
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Азбаски муодилаи 2sin =x  њал надорад, бинобар ин аз 

муодилаи 
2
1sin −=x  меёбем: ,

2
1sin −=x  ,

2
1arcsin)1(1 nx n π+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=  

,
6

)1( nx n ππ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=     .,

6
)1( 1 Znnx n ∈+−= + ππ

 

Мисоли 3. Муодилаи xctgctgxtgx 22 1)( +=− -ро њал мекунем: 

Њал. Аз формулаи 222 2)( bababa +−=−  истифода бурда 
ифодаи тарафи чапи муодиларо содда мекунем: 

xctgxctgctgxtgxxtg 222 12 +=+⋅−  ),1( =⋅ctgxtgx  ,32 =xtg  

.3±=tgx  

.,
3

,3,3)2

,
3

,)3(,3)1

2

1

Znnxnarctgxtgx

Znnxnarctgxtgx

∈+=+==

∈+−=+−=−=

πππ

πππ
 

Љавоб: .,
32 Znnx ∈+±= ππ

 

Мисоли 4. Муодилаи xxx sinsincos 44 =−  -ро њал мекунем: 
Њал. Тарафи чапи муодиларо аз рўи формулаи зарби 

мухтасари )()(22 bababa −⋅+=−  ба зарбкунандањо људо намуда 

ва дар асоси айнияти 1sincos 22 =+ αα  њосил мекунем: 

( )( ) ,sinsincossincos 2222 xxxxx =−+  

,0sinsincos 22 =−− xxx  ,0sinsinsin1 22 =−−− xxx  

,01sinsin2 2 =−+ xx  ,sin ux =  ,012 2 =−+ uu  

.
2
1;1;

4
31

4
811

212,1 =−=
±−

=
+±−

= uuu  

.,2
2

,1sin)1 11 Znnxx ∈+−=−= ππ
 

2) .,
6

)1(,
2
1arcsin)1(,

2
1sin 222 Znnxnxx nn ∈+−=+−== πππ  

Мисоли 5. Муодилаи 03332 =++ xtgxctg -ро њал мекунем: 
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Њал. Бо назардошти 
3

,3 nxnx ππ ≠≠  ва ,
2

3 nx ππ
+≠  

xctgnnx 3,
36
ππ

+≠ -ро бо 
xtg3

1
 иваз намуда, њосил мекунем: 

.02333,033
3
12 2 =++=++⋅ xtgxtgxtg

xtg
 

Таѓйирёбандаи нави uxtg =3 -ро дохил намуда, њосил 
мекунем: 

;
2
1

2
32

4
9

2
3,023 2,1

2 ±−=−±−==++ uuu  

.1
2
1

2
3;2

2
1

2
3

21 −=+−=−=−−= uu  

.,
3

2
3
1,23)1 11 Znnarctgxnarctgx ∈+−=+−=

ππ  

.,
312

,)1(3,13)2 222 Znnxnarctgxxtg ∈+−=+−=−=
πππ  

Мисоли 6. Муодилаи 03cos3sin2 2 =−+ xx -ро њал мекунем. 
Њал. 

( ) ,03cos3cos22,03cos3cos12 22 =−+−=−+− xxxx  

( )

.,2,cos)2

.,2
3

,2
2
1arccos,

2
1cos)1

.1;
2
1;

4
13

22
12493

,132,1cos,01cos3cos2

22

111

212,1

22

Znnxx

Znnxnxx

uuu

uuuuxxx

∈==

∈+±=+±==

==
±

=
⋅

⋅⋅−±
=

+−≤==+−

π

πππ
 

1. Решаи муодилаи квадратии 02 =++ cbxax  - ро 
нависед. 

2. Формулаи 22 ba −  - ро ба зарбкунандањо људо кунед. 
3. Чаро дар табдилдињї кушиш мекунем, ки ба муодила 

радикал дохил нашавад? 
247. Муодиларо њал кунед: 

? 
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;01cos3sin2) 2 =+− xxа  ;22
2

2) 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xtgxctgб π

 

;1sin4cos2) 22 =− xxв  ( ) ;1sin2cos2) 2 =− xxг  

;02
2

sin3
2

3sin2) 2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xxд ππ

 

.cossin21sin4) 2 xxxж ⋅+=  
 

Машќњо барои такрор 
248. Нобаробариро њал кунед: 

.27);0106) 22 xxбxxа −≤<−  
249. Муодиларо њал кунед: 

.
1

1
)2)(1(

1
22

32);5
3

3
3
22) 23 +

=
−−

+
+−−

=
−
+

−
+
−

xxxxxx
б

x
x

x
xа  

250. Прогрессияи геометрии )( na  дода шуда аст, ки дар он 819 =a  

ва 3=q  аст. Суммаи сенздањ аъзои аввалаашро ёбед. 
28. Усули ба зарбкунандањо људо кардан  
дар њалли муодилањои тригонометрї 

Агар тарафи чапи муодиларо, пас аз ба тарафи дигар 
гузаронидани њамаи љамъшавандањо, ба зарбкунандањо људо 
кардан мумкин бошад, он гоњ муодила намуди њосили зарби ба нул 
баробарро мегирад. Пас аз он ба навбат њар яке аз 
зарбкунандањоро ба нул баробар намуда (њосили зарб танњо њамон 
ваќт ба нул баробар аст, ки агар лоаќал яке аз њамзарбшавандањо 
ба нул баробар бошад), њар яке аз муодилањои њосилшударо њал 
карда, баъд њамаи решањои ёфташударо ба як маљмўи њалњои 
муодила якљоя кардан лозим аст. 

Мисоли 1. Муодилаи 0coscos2 =− xx  - ро њал мекунем: 

Њал. ( ) ,01coscos =−⋅ xx  ё 0cos =x  ва ё 01cos =−x  

.,2,01cos);,
2

,0cos) ZnnxxбZnnxxa ∈==−∈+== πππ
 

Мисоли 2. Муодилаи 02sin2sin2 2 =− xx  - ро њал мекунем. 

Њал. ( ) ,02sin22sin =− xx  аз ин љо ,02sin =x  

nx π=2  ва .,
2

Znnx ∈=
π
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Њамзарбшавандаи дуюм )2sin2( x−  барои ягон ќимати х 
баробари нул намешавад. 

Мисоли 3. Муодилаи xctgxctgx 33cos2 =⋅  - ро њал мекунем. 

Њал. ,033cos2 =−⋅ xctgxctgx  .0)1cos2(3 =−xxctg  

.,2
3

,
2
1cos,1cos2,01cos2)

;,
36

,
2

3,03)

Znnxxxxб

Znnxnxxctgа

∈+±====−

∈+=+==

ππ

ππππ

 

Мисоли 4. Муодилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
6sin2cos πxx -ро њал мекунем. 

Њал. Аз хосияти тоќ будани функсия синус ва формулањои 

мувофиќоварї истифода бурда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
6sin πx  -ро бо )6cos( x−  иваз 

намуда њосил мекунем (мувофиќи формулаи мувофиќоварї). 

.06cos2cos,6cos2cos6
2

sin2cos =+−==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= xxxxxx π

 

Акнун аз формулаи ба њосили зарб табдил додани суммаи ду 
косинусњо истифода бурда, тарафи чапи муодиларо ба намуди 
њосили зарб ифода мекунем. 

,0)2cos(4cos2,0
2

62cos
2

62cos2 =−⋅=
−

⋅
+ xxxxxx

 

,02cos4cos =⋅ xx  ,04cos =x  ,
2

4 nx ππ
+=  ,,

28
Znnx ∈+=

ππ
 

.,
24

,
2

2,02cos Znnxnxx ∈+=+==
ππππ

 

1. Усули ба зарбкунандањо људо намудани муодилаи 
тригонометриро баён намоед. 

2. Њосили зарби ду адад дар кадом њолат ба нул 
баробар  мешавад? 

251. Муодиларо њал кунед: 
2)2sin 2 cos 4 cos 4 0; )2sin cos 0;

)sin 0; )sin 3 sin 0;
2

а x x x б x x
xв x tg г x x

⋅ + = ⋅ =

⋅ = + =
 

) cos 2 cos sin 2 sin ; ) cos 2 cos3 cos5 ;д x x x x е x x x⋅ = ⋅ ⋅ =  

? 
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1)sin cos cos 2 cos 4 cos8 sin 2 ;
16

)sin cos 2 sin 5 ;

ж x x x x x x

з x x x

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

+ =

 

Машќњо барои такрор 
252. Муодиларо њал кунед: 

.6cos)6(2);
2

cos1) −=−=+ xxxбxctgxа  

253. Нобаробариро њал кунед: 

.2410);03) 22 +<≤+ yyбxxа  
254. Велосипедсавор аз дења ба шањр, ки масофаи байнашон 72 км 

аст, равон шуд. Баъди 15 даќиќа велосипедсавори дигар аз 
шањр ба пешвози ў баромад. Суръати велосипедсавори дуюм 
аз суръати велосипедсавори якум 2 км/соат зиёд аст. 
Велосипедсаворон дар миёнаи роњ бо якдигар дучор шуданд. 
Суръати њаракати њар як велосипедсаворро ёбед. 

 
29. Муодилаи тригонометрии якљинса 

Муодилањои тригонометрии нисбат ба xsin  ва xcos  якљинса 
намуди зеринро доранд: 

)1(.0sinsincoscos 22 =+⋅+ xcxxbxa  
Аз муодилаи (1) бармеояд, ки аъзои озоди муодилањои 

якљинса баробари нул аст ва дар акси њол муодила якљинса 
башумор намеравад. Ин намуди муодилањои тригонометрї якљинса 
нисбат ба xsin  ва xcos  номида мешаванд (тамоми 
љамъшавандањои муодила дараљањои якхела доранд). Дараљаи 
якљинсагии онњо ба 2 баробар аст. 

Чунон мешуморем, ки коэффициентњои cba ,,  аз нул фарќ 

мекунанд ).0,0,0( ≠≠≠ cba  Кунљњое, ки синус ё косинусашон ба 
нул баробар аст, решањои муодилаи (1) шуда наметавонанд, яъне 

,0sin ≠x  .0cos ≠x  Инро шарњ медињем. Барои ин аз баръаксаш 

фарз мекунем, яъне фарз мекунем, ки 0cos =x  аст. Он гоњ ду аъзои 
аввалини тарафи чапи муодилаи (1) ба нул табдил меёбад ва 

муодила намуди 0sin2 =хс  - ро мегирад, ки ин њангоми 0≠с  
будан имконпазир аст, чунки њангоми 0cos =x  будан, 

1cos1sin 2 ±=−±= xx  мешавад. Ин зиддият фарзияти 0cos =x  - 

ро инкор мекунад ва дар њаќиќат 0cos ≠x  аст. 
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Айнан њамин тавр муњокимаронињоро барои xsin  гузаронида 
боварї њосил мекунем, ки 0sin ≠x  аст. Дар ин њолат њамаи 

аъзоњои муодиларо ба x2cos  ё x2sin  таќсим намудан мумкин аст. 
Дар натиља муодилаи квадратиро нисбат ба тангенс ё котангенс 
њосил мекунем: 

,02 =++ abtgxxctg  

агар 042 ≥⋅− cab  бошад, он гоњ муодилаи њосилшуда 
решањои њаќиќї дорад. 

Мисоли 1. Муодилаи 0cossin =− xx  - ро њал мекунем. 
Њал. Азбаски 0cos ≠x  аст, њамаи аъзоњои муодилаи 

додашударо ба 0cos ≠x  таќсим намуда њосил мекунем: 

1,
cos
cos

cos
sin

== tgx
x
x

x
x

 аз ин љо ,1 karctgx π+=  

.,
4

Zkkx ∈+= ππ
 

Мисоли 2. Муодилаи 0cos2cossin7sin3 22 =+− xxxx  - ро 
њал мекунем. 

Њал. Њамаи аъзоњои муодилаи додашударо ба x2cos  таќсим 
намуда њосил мекунем: 

.,2,2

.,
3
1,

3
1

2;
3
1;

6
57

32
25497

,0273,,0273

0
cos
cos2

cos
cossin7

cos
sin3

22

11

212,1

22

2

2

22

2

Znnarctgxtgx

Znnarctgxtgx

uuu

uuutgxtgxxtg
x
x

x
xx

x
x

∈+==

∈+==

==
±

=
⋅
−±

=

=+−==+−

=+
⋅

−

π

π

 

Мисоли 3. Муодилаи 03cos3sin =+ xx  - ро њал мекунем. 
Њал. ,03cos ≠x  бинобар ин њамаи аъзоњои муодиларо ба 

x3cos  таќсим мекунем: 

,
4

3,)1(3,013 nxnarctgxxtg πππ +−=+−==+  
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аз ин љо .,
312

Znnx ∈+−=
ππ

 

Мисоли 4. Муодилаи 03323 =−−+ tgxxtgxtg  - ро њал 
мекунем. 

Њал. Тарафи чапи муодиларо ба зарбкунандањо људо намуда, 
њосил мекунем: 

( ) ( ) ( )( ) ,031,01312 2 =−+=+−+ xtgtgxtgxtgxxtg  

1,01) −==+ tgxtgxa  аз ин љо ,,
41 Znnx ∈+−= ππ

 

3,03) 22 ==− xtgxtgб  аз ин љо .,
3

,3 12,1 Znntgxtgx ∈+=±= ππ  

,32 −=tgx  аз ин љо .,
32 Znnx ∈+−= ππ

 

 
 

255. Муодиларо њал кунед: 

.
2

sin
cos1

sin);cos
2

cos
2

sin);36cos1)

;02sin);2
2

sin5cossin4sin3)

;0cos322sin);2sin3cos2sin4)

;1cos3cossinsin4);cossin3)

22

222

2222

x
x

xиxxxзxtgxж

ctgxxеxxxxд

xxгxxxв

xxxxбxxа

=
+

=−=−

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅−

=−−+

=−⋅+=

π  

 
 

Машќњо барои такрор 
256. Нобаробариро њал кунед: 

.0
23

1);0
2

3);072) <
−

≤
−

>+
x

в
x

бxa  

257. Ќимати ифодаро ёбед: 

1. Чї гуна муодиларо муодилаи якљинса меноманд? 
2. Дараљаи якљинсагии муодила чї гуна муайян карда 
мешавад? 
3. Яке аз тарзњои ба муодилаи якљинса овардани 
муодиларо дар мисоли мушаххас нишон дињед? 

? 
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будан.њангоми

будан;њангоми
0

0

45α,tg2tg2sin)б
30α,3cos3cossin)a

=−+

=−−

ααα

ααα
 

258. Ду бригадаи роњсозон кўчаеро мумфарш мекунанд. Як бригада 
ин кўчаро назар ба бригадаи дуюм 4 соат тезтар мумфарш карда 
метавонад. Онњо њамроњ кор карда, дар 24 соат 5-то њамингуна 
кўчаро мумфарш карданд. Агар њар як бригада танњо кор кунад, ин 
кўчаро дар чанд соат мумфарш мекунанд? 
 

30. Дар бораи гузориши универсалї 
Методи гузориши универсалї дар њалли муодилањои 

тригонометрї аз он иборат аст: ба муодила тавре як адади 
номаълуми (таѓйирёбандаи) ёрирасон дохил карда мешавад, ки пас 
аз иваз кардани номаълумњо нисбат ба адади номаълуми ёрирасон 
муодилаи ратсионалї њосил шавад. 

Њангоми њалли чунин намуди муодилањои тригонометрї ва 
барои пайдо нашудани решањои бегона аз гузориши универсалии 

тригонометрии txtg =
2

 истифода бурдан ба маќсад мувофиќ аст. 

Мисоли 1. Муодилаи 1cossin =+ xx -ро њал мекунем. 

Њал. Азбаски 

2
1

2
2

sin
2 xtg

xtg
x

+
=  ва 

2
1

2
1

cos
2

2

xtg

xtg
x

+

−
=  аст, 

бинобар ин муодилаи додашуда намуди зеринро мегирад: 

1

2
1

2
1

2
1

2
2

2

2

2
=

+

−
+

+
xtg

xtg

xtg

xtg
 

Акнун гузориши универсалиро дохил намуда, њосил мекунем: 

txtg =
2

. Он гоњ ,01
1
1

1
2,1

1
1

1
2

2

2

22

2

2 =−
+
−

+
+

=
+
−

+
+ t

t
t
t

t
t

t
t

  

( ) ( ) ,012,022.01,0112 2222 =−=−≠+=−−−+ tttttttt  

аз ин љо .1,0 21 == tt  
Њамин тариќ, 
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.,2
2

,
42

,1
2

.,
2

,0
2

,0
2

2
22

111

Znnxваnxxtg

Znnxnarctgxxtg

∈+=+==

∈=+==

ππππ

ππ
 

Мисоли 2. Муодилаи 4cos4sin3 =+ xx  - ро њал мекунем. 

Њал. xsin  ва xcos  - ро бо тангенси нисфи кунљ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
xtg  ифода 

намуда, њосил мекунем: 

,
2

,04

2
1

2
14

2
1

2
6

2

2

2
txtgxtg

xtg

xtg

xtg
==−

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

 

он гоњ,  

( ) ,04
1
14

1
6

2

2

2 =−
+
−

+
+ t

t
t
t

 ( ),01044446 222 ≠+=−−−+ tttt  

,068 2 =− tt  ( ) ,0342 =−tt  аз ин љо 
4
3,0 21 == tt  мебошад. Њамин 

тариќ, ,0
2
1 =

xtg  

ZnnarctgxxtgZnnx ∈+==∈= ,
4
32,

4
3

2
.,2 2

2
1 ππ  

мешавад. 
Мисоли 3. Муодилаи 3cos3sin4 −=+ xx -ро њал мекунем. 

Њал. ,03

2
1

2
13

2
1

2
8

2

2

2
=+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

xtg

xtg

xtg

xtg
 

( ) 033338,03
1
13

1
8,

2
22

2

2

2 =++−+=+
+
−

+
+

= ttt
t
t

t
ttxtg  

.
4
3,068 ==+ tt  

Њамин тариќ, 
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Znnarctgxnarctgxxtg ∈+−=+−=−= ,
4
32,

4
3

2
,

4
3

2
ππ  

мешавад. 
Мисоли 4. Муодилаи 1cossin3 =+ xx  - ро њал мекунем. 
Њал. 

,01
1
1

1
6,

2
,01

2
1

2
1

2
1

2
6

2

2

2
2

2

2
=−

+
−

+
+

==−
+

−
+

+ t
t

t
ttxtgxtg

xtg

xtg

xtg
 

( ) .30,032,062,0116 21
222 ===−=−=−−−+ tваtttttttt  

Њамин тариќ, 

Znnarctgxxtgznnxxtg ∈+==∈== ,32,3
2

.,2,0
2 2

2
1

1 ππ  

мешавад. 
 

 
 

259. Муодиларо њал кунед: 

( )
.12cos2sin);5cos5sin)

;22cos32sin);2sincos2)

;1cos2sin3);6cos5sin4)

=+=−

=+=+

=−=+

xxеxxд

xxгxxв

xxбxxa

 

 
 

Машќњо барои такрор 
260. Системаи нобаробарињоро њал кунед: 

⎩
⎨
⎧

−<−
+≥+

⎩
⎨
⎧

>−
≤+

⎩
⎨
⎧

>−
>−

.2732
,3524

)
,034
,042

)
,0124
,0183

)
xx

xx
в

x
x

б
x
x

a  

261. Дар байни ададњои 1 ва 16 се то чунин ададњоеро нависед, ки он 
пайдарпайии прогрессияи геометриро ифода намояд. 

1. Усули гузориши универсалиро кўтоњ баён кунед. 
2. Чї гуна решаро барои муодила решаи бегона 
меноманд? 

3. Формулањои xsin  ва xcos -ро ба воситаи 
2
xtg  

ифода намоед. 

? 
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262. Суммаи n аъзои аввали прогрессияи геометрии ...
8
3;

2
1;

3
2 -ро 

нависед. 
263.Дар прогрессияи геометрї 90;1 531 =+= bbb  мебошад. 

Прогрессияро нависед. 

264. Суммаи прогрессияи геометриро ёбед: ...
3
2

3
2

3
2

2
3

+++  

 
31. Њалли системаи муодилањои тригонометрї 

Системаи муодилањоеро меомўзем, ки онњо фаќат аз 
муодилањои тригонометрї ва алгебравї иборатанд. 

Системањои зерин мисоли системаи муодилањои тригонометрї 
шуда метавонанд: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

−=−

⎩
⎨
⎧

=⋅
=⋅

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

.
2
1sincos

.
3
1

;75,0cossin
;25,0cossin

;
2
1cossin

;0sinsin

22
22

xx

yx

xy
yx

yx

yx

ππ
 

Мисоли 1. Системаи муодилањои 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

;sin2sin

;
3

5

yx

yx π
-ро њал 

мекунем. 

Њал. Аз муодилаи якум меёбем: 
3

5π
−= xy  он гоњ 

xxxx

xxxxy

cos3sincos
2
3

2
1sin2

3
5sincos

3
5cossin2

3
5sin2sin2

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πππ

  

мешавад. Муодилаи дуюми системаи додашуда намуди зеринро 

мегирад: xxx cos3sinsin += , аз ин љо nxx ππ
+==

2
;0cos , ки 

дар ин љо Zn∈  аст. Пас, 

Znnnxy ∈−=−+=−= ,
6

7
3

5
23

5 ππππππ
 мешавад. 
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Мисоли 2. Системаи муодилањои 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=−

;
2
1sinsin

;
6

yx

yx π

-ро њал мекунем. 

Њал. Муодилаи дуюми системаро табдил медињем: 

.
2
1

2
cos

2
sin2 =

+
⋅

− yxyx  Он гоњ ,
4
1

2
cos

12
sin =

+
⋅

yxπ  ;

12
sin4

1
2

cos
π

=
+ yx  

        ,26
2
1

2
2

2
2

2
24

64
sin4

12
sin4 −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πππ
 

1 1 6 2
46 24sin

12
π

+
= = −

−
ро њосил мекунем. Аз 

4
26

2
cos +

=
+ yx  

муодилаи .,4
4

26arccos2 Znnyx ∈+
+

±=+ π  - ро пайдо карда 

ба системаи зеринро омада мерасем: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

∈+
+

±=+

.
6

.,4
4

26arccos2

π

π

yx

Znnyx
 

Ин муодилањоро бо њам љамъ ва тарњ намуда њосил мекунем: 

,
12

2
4

26arccos ππ ++
+

±= nx  

.,
12

2
4

26arccos Znny ∈−+
+

±=
ππ  

Мисоли 3. Системаи муодилањоро 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

,32

,
3
2

tgytgx

yx π
 - ро њал 

мекунем: 
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Њал. Аз 32=+ tgytgx  њосил мекунем: .32
coscos

)sin(
=

⋅
+

yx
yx

 

Ин муодиларо бо муодилаи якуми система табдил медињем:  

;32
coscos
3
2sin

=
⋅ yx

π
 

4
1coscos =⋅ yx  ;

2
1)cos()cos( =−++ yxyx  

;
2
1)cos(

3
2cos =−+ yxπ  ;1)cos( =− yx  .,2 Znnyx ∈=− π  

Њамин тариќ ба системаи зерин соњиб мешавем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=−

=+

.,2

,
3
2

Znnyx

yx

π

π
 

Ин муодилањоро љамъ ва тарњ намуда ;
3

nx ππ
+=  

Znny ∈−= ,
3

ππ
 - ро њосил мекунем. 

Мисоли 4. Системаи муодилањои  

⎪
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=⋅

=−

,
2
1coscos

,
3

yx

yx π
 - ро њал мекунем. 

Њал. Муодилаи дуюмро табдил медињем: 

;1)cos()cos( =−++ yxyx  ;1
3

cos)cos( =++
πyx  ;

2
1)cos( =+ yx  

.,2
3

Znnyx ∈+±=+ ππ   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

∈+±=+

.
3

.,2
3

π

ππ

yx

Znnyx  

.,
66

,
66

Znnynx ∈−+±=++±=
ππππππ  

Мисоли 5. Системаи муодилањои 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

yx

yx

sin2sin

,
3

5π
- ро њал 

мекунем. 
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Њал. Аз муодилаи якум меёбем: ,
3

5π
−= xy  он гоњ 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
5sincos

3
5cossin2

3
5sin2sin2 πππ xxxy  

xxxx cos3sincos
2
3

2
1sin2 +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=  мешавад. 

Муодилаи дуюми системаро дигар шакл мекунем: 

,cos3sinsin xxx +=  аз ин љо nxx ππ
+==

2
,0cos  ки дар ин љо 

Zn∈  аст. Баъд меёбем: 

.
6

7;
2

.,
6

7
3

5
23

5
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∈−=−+=−=

ππππππππππ nnZnnnxy  

Мисоли 6. Системаи муодилањои 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,
2
1cossin

,0cossin

22 yx

yx
 - ро њал мекунем. 

Њал. Аз муодилаи якум xy sincos −=  - ро њосил мекунем, он 
гоњ муодилаи дуюм намуди зеринро мегирад: 

;
2
1sin2,2sinsin 222 ==+ xxx  ,

4
1sin2 =x  ,

2
1sin ±=x  

  ,2
2
1arcsin1 nx π+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  ,2

61 nx ππ
+−=  ,2

2
1arcsin2 nx π+=  

  .,2
62 Znnx ∈+= ππ  ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=−=

2
1

2
1

6
sinsincos 11

πxy  

  
1

1arccos 2 ;
2

y nπ= +  Znny ∈+= ,2
31 ππ .  

,
2
1

6
sinsincos 22 −=−=−=

πxy  ,2
2
1arccos2 ny π+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  ;,2

3
2

2 Znny ∈+= ππ   

Љавоб: .2
3

2;2
6

22
3

;2
6

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− nnnn ππππππππ  

1. Њалли системаи ду муодилаи хаттии дуномаълума 
гуфта чиро меноманд? 

2. Њалли системаи муодилањои хаттиро бо методњои 
гузориш ва љамъи алгебравї дар мисоли системањои 
тригонометрї шарњ дињед. 

? 
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265. Системаи муодилањоро њал кунед. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

;3

;
2)

;2
cos
sin

;
6)

;2
cos
sin

;
3
2

)

tgy
tgx

yx
в

y
x

yx
б

y
x

yx
а

πππ
 

⎪
⎪
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⎪⎪
⎨
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=

=−

⎪
⎪
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⎪⎪
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⎧

=

=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=+

;2
sin
sin

;
12)

;3
sin
sin

;
12

13

)
;

3
1

;
6

5

)

y
x

yx
е

y
x

yx
д

ctgy
ctgx

yx
г

πππ

 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=+

;1coscos
)

;
3
6

cos
sin

;
12

13

)
;

2
6

cos
sin

;
12
7

)
yx

yx
и

y
x

yx
з

y
x

yx
ж

π
ππ

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

;1sinsin

;
2)

;1cossin
)

;2sincos

;
2)

2222 yx

yx
м

yx
yx

л
yx

yx
к

π
π

π
 

Машќњо барои такрор 
266. Нобаробарињоро њал кунед: 

;6);4);08);06) 2222 ><≥+<− xгxвxxбxxа  
267. Муодилањоро њал кунед: 

.
2
3sinsin);32coscos2) 222 =+=+ xxбxxa  

268. Агар ба њар як мошин 3,5 т мањсулот бор карда шавад, 4 т 
мањсулот боќї мемонад; агар ба њар як мошин 4,5 т мањсулот 
бор карда шавад, барои ба њамаи мошинњо бор кардани 
мањсулот 4 т мањсулот камї мекунад. Чандто мошин буд?  

§7. Њалли нобаробарињои тригонометрї. 
32.Њалли нобаробарињои оддитарини тригонометрї 

32.1. Њалли нобаробарињои намуди  
sinx>a, sinx<a, ва cosx>a, cosx<a. 

Њалли муодилањое, ки функсияњои тригонометриро дар бар 
мегиранд, одатан ба њалли муодилањои намуди 

atgxaxax ≥>≤ ;cos;sin  ва ѓайра оварда мешаванд. 
Тарзњои њалли нобаробариро бо мисолњо дида мебароем. 
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Расми 42 

Мисоли 1. Нобаробарии 
2
1sin −>x  - 

ро њал мекунем. Системаи координатањои 
xy0  - ро гирифта давраи радиусаш 1=R  - 

ро чунон мегузаронем, ки марказаш дар 
ибтидои координатањо бошад (расми 42). 

Хати рости 
2
1

=y  - ро мегузаронем. 

Њамаи ќиматњои у дар порчаи MN аз 

2
1

 калонанд. Нуќтаи А дар нимњамвории рост воќеъ мебошад, 

координатааш ба 
2
1

 баробар аст. .
62

1arcsin1
π

==x  тасаввур 

мекунем, ки камон аз нуќтаи А ба сўи В муќобили њаракати 
аќрабаки соат фањмида мешавад. 

Он гоњ 12 xx >  буда, бо осонї фањмидан мумкин аст, ки 

6
5

2
1arcsin2

ππ =−=x  мебошад. 

Њамин тариќ, њалли нобаробарии 

додашуда 
6

5
6

ππ
<< x  будааст. 

Даврї будани функсияи xsin  - ро ба 
инобат гирифта, маљмўи њалњои 
нобаробарии додашударо њосил мекунем: 

.,2
6
52

6
Znnxn ∈+<<+ ππππ

 

Мисоли 2. Нобаробарии 
3
12sin ≤x  - ро њал мекунем. 

 

Њал. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
1;

3
1arcsin,

3
1;

3
1arcsin πBA  (расми 43). 

Расми 43
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>∈+≤≤−+−

+≤≤−+−

+≤≤+−−

Znnxn

nxn

nxn

,
3
1arcsin

2
1

2
)12(

3
1arcsin

2
1

,2
3
1arcsin2)12(

3
1arcsin

,2
3
1arcsin22

3
1arcsin

ππ

ππ

πππ

 

Мисоли 3. Нобаробарии 
2
2

3
2sin −≤x  - ро њал мекунем. 

Њал. 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
2;

4
3,

2
2;

4
ππ BA  (расми 44). 

,3
8
33

8
9,2

43
22

4
3 nxnnxn ππππππππ +−≤≤+−+−≤+−  

.,
8
3)18(

8
3)18( Znnxn ∈−≤≤− ππ  

Мисоли 4. Нобаробарии 
2
1cos <x  - ро 

њал мекунем. 
Њал. Маљмўи нуќтањои давраи воњидї, 

ки абсисањояшон аз 
2
1

 хурдтаранд, чаптари 

хати рости 
2
1

<x  воќеъ мебошанд. Пас, маљмўи тамоми чунин 

нуќтањо аз камоне иборат аст, ки дар (расми 45) тасвир шудааст 
(охирњои А ва В ба ин маљмўъ мансуб нестанд). 1х  ва 1х  - ро 
меёбем. Нуќтаи А дар нимдавраи болої воќеъ буда, абсиссааш ба 

2
1

 баробар аст; пас, 
32

1arccos1
π

==х  мебошанд. Њангоми 

гузариш аз нуќтаи А ба нуќтаи В дар камони гардиш муќобили 
њаракати аќрабаки соат ба љо оварда мешавад; он гоњ 12 xx >  ва 

3
5

2
1arccos22

ππ =−=x  мебошад. 

Расми 44
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Њангоми љой доштани шарти 

3
5

3
ππ

<< x  нуќта ба ќисми болоии 

тасвиршудаи камон тааллуќ дорад (бо 
истиснои охирњояш). Њалњои нобаробарї, 
ки ба фосилаи [ ]π2;0  - и дарозиаш π2  

тааллуќ дорад, чунинанд: .
3

5
3

ππ
<< x  Ба 

сабаби даврї будани косинус њалњои дигар 
бо тарзи ба пайдошудањо љамъ кардани 
ададњои намуди .,2 Zпп ∈π  

 
1. Нобаробарињои оддитарини тригонометриро бо 
кадом тарзњо њал кардан мумкин аст? 

2. Адади а бояд кадом шартро ќаноат кунонад, то ин ки 
нобаробарињои ;sin.1 ax <  ;sin.2 ax ≥  ;cos.3 ax <  

;cos.4 ax ≥  њал дошта бошанд? 
Нобаробариро њал кунед: (269-270) 

269. ].0;[,
2
3sin)];;0[,

2
1sin) ππ −∈−≤∈−≥ xxбxxа  

].0;[,
2
1sin)];;0[,

2
2sin) ππ −∈−<∈−> xxгxxв  

.
2

3;
2

,
2
1cos);

2
;

2
,

2
2cos) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈−<⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈+>

ππππ xxеxxд  

.
2

3;
2

,
2
3cos);

2
;

2
,

2
1cos) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈−<⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈=

ππππ xxзxxж  

.
2
2sin);

2
1sin)

.
3
3sin),

2
2sin)

−<≥

−<≥

xмxл

xкxи
 

270. 
1 2 3)cos ; ) cos ; ) cos ;
2 2 2

а x б x в x≥ − < ≥ −  

Расми 45

? 
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2)cos ; )2cos 1 0; )2sin 2 0;
2

1 7)sin , ; ; )sin cos 2 1;
2 2 6

1)cos ; )cos 1.
6 2 6

г x д x e x

ж x x з x x

и x к x

π π

π π

< − − ≥ + ≥

⎛ ⎞≥ ∈ − + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ < + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Машќњо барои такрор 

271. Соњаи муайянии функсияро ёбед: 

;);
)1(

1)6) 2 хув
хх

убуа −=
−

==  

272. Муодиларо њал кунед: 

.0)2sin2(sin);14sin);14sin) =−=−= xxвxбxа  
273. Масоњати боѓ 0,24 га мебошад. Боѓ шакли секунљаи 

росткунљаро дорад ва як катеташ аз дигараш 20 м дарозтар 
аст. дарозии њудуди боѓро ёбед. 

 
32.2. Њалли нобаробарињои намуди tgx>a, tgx<a . 

Тарзи њалли нобаробарињои 
aa, ctgxctgxaa, tgxtgx <><> ав  - ро дар 

мисолњо дида мебароем. 
Мисоли 1. Нобаробарии 1≤tgx  - ро 

њал мекунем. 
Њал. Даври тангенс ба π  баробар 

аст. Бинобар ин аввал њамаи њалњои ин 
нобаробариро меёбем, ки муттаалиќи 

фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ  мебошад. Баъд аз даврї 

будани тангенс истифода мебарем. Барои људо кардани тамоми 
нуќтањои хр  - и нимдавраи рост, ки ќиматњои х – и онњо 

нобаробарии мазкурро ќонеъ менамоянд, хати тангенсњоро дида 
мебароем. Агар х њалли нобаробарї бошад, ординатаи нуќтаи Т, ки 
ба tgx  баробар аст, бояд аз 1 хурдтар ё баробари он бошад. 
Маљмўи чунин нуќтањои Т порчаи АТ мебошад (расми 46). 

Расми 46
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Маљмўи нуќтањои ,хр  ки ба нуќтањои ин нур мувофиќанд, 

камони дар расм тасвиршуда мебошанд (диќќат кунед: ба маљмўи 
муоинашаванда нуќтаи 

1х
р  тааллуќ надорад). 

Шартеро меёбем, ки дар он нуќтаи хр  дар камони дар расм 

тасвиршуда тааллуќ дорад. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

21
ππх  ва 11 =tgx  аст, пас 

.
411
π

== arctgх  Њамин тавр, х бояд шарти 
42
ππ

<<− x  - ро ќонеъ 

намояд. Тамоми њалњои нобаробарии мазкур, ки ба фосилаи 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
;

2
ππ

 тааллуќ доранд, бо назардошти даврї будани тангенс 

чунинанд: 

.,
42

Znnxn ∈+≤<+− ππππ
 

Мисоли 2. Нобаробарии 3
23

3 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

xtg π
 - ро њал мекунем. 

Њал. Нобаробарии мазкурро табдил 
дода, њосил мекунем: 

,
3
3

32
,

3
3

23
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ππ xtgxtg  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3023
3

32
ππ xxtg  - ро бо t 

ишорат мекунем; он гоњ 
3

3
tgt > −  њосил 

мешавад. Дар расми 50 камони мувофиќи t 

тасвир карда шуда аст. Азбаски 
63

3
1

π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= arctgt  аст, њосил 

мекунем: 

.,
26

Znntn ∈+<<+− ππππ
 Ба таѓирёбандаи х мегузорем: 

Расми 47 



 137

,
2226

nxn πππππ
+<−<+−  .,2

3
52

3
Zппxп ∈+<<+ ππππ

 

      
 

Мисоли 3. Нобаробарии 3>tgx  - ро њал мекунем. 
Њал. Њал дар расми 48 тасвир шудааст. 

.,
33

Znnxn ∈+<<+− ππππ
 

Мисоли 4. Нобаробарии 1>tgx  - ро њал мекунем. 

Њал. Аз шарти мисол маълум аст: 
⎩
⎨
⎧

−<
>

,1
,1

tgx
tgx

 (расми 49). 

nxn ππππ
+<<+

24
 ва .,

42
Znnxn ∈+−<<+− ππππ

 

 
 

274. Нобаробариро њал кунед: 

.13);3
3

);3
3

)

;0);12);1
4

)

<−≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

xtgеxtgдxtgг

tgxвxtgбxtgа

ππ

π

 

275. Маљмўи ќиматњои t-ро ёбед, ки нобаробариро ќонеъ кунанд ва 
ба фосилаи дар зер овардашуда мутааллиќ бошанд. 

1. Барои кадом ќиматњои α тангенс вуљуд надорад? 
2. Дар кадом чорякњо тангенс: а) мусбат; б) манфї 
мебошад? 
3. Нобаробарињои aa, tgxtgx <>  - ро бо кадом 
тарз њал кардан мумкин аст? 

? 

Расми 48 Расми 49
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.
2

;
2

,1);
2

;
2

,
3
3)

;
2

;
2

,
3

1);
2

;
2

,3)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈>

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈−>

ππππ

ππππ

ttgtгttgtв

ttgtбttgtа
 

276. Нобаробариро њал кунед: 
1 1) 3; ) ; ) ; ) 1;
3 3

а tgx б tgx в tgx г tgx≤ > − ≤ < −  

 
Маълумотњои таърихї 

Ишорањои њозиразамони xваx arccosarcsin  соли 1772 дар 
асарњои математик аз Вена Шерфер ва олими машњури франсавї 
Ж.Д.Лагранж пайдо шудаанд. Чанде пештар ин мафњумњоро бо 
рамзњои дигар Д.Бернулли кор фармудааст. Вале ин рамзњо танњо дар 
интињои асри XVIII маќбули њама шудаанд. Иловаи «арк» аз калимаи 
лотинї arc (камон) мебарояд, ки бо маънои мафњум мувофиќ аст; 

xarcsin  масалан, ин кунљест (камоне низ гуфтан мумкин), ки синуси 
он ба х баробар аст. 

Муддати зиёд тригонометрия чун ќисми геометрия тараќќї 
меёфт, яъне фактњое, ки њоло дар истилоњи функсияњои тригонометрї 
баён мекунем, бо ёрии мафњумот ва љумлањои геометрї баён ва исбот 
карда шудаанд. Шояд ба тараќќиёти тригонометрї њал кардани 
масъалањои астрономия, ки ањамияти калони амалї доштанд, омил 
шуда бошанд. Масалан, барои њал кардани масъалањои муайян 
намудани љои киштї, пешгўї намудани гирифтани пеши офтоб ва моњ 
ва ѓайра. Ситорашиносон ба муайян кардани муносибатњои байни 
тарафњо ва кунљњои секунљањои сферї, ки аз доирањои калони сфера 
иборат буданд, мароќи калон зоњир мекарданд. Инчунин бояд ќайд 
кард, ки математикњои дунёи ќадим масъалањои геометрияи сфериро 
њал карда метавонистанд, ки онњо назар ба масъалањои оид ба 
секунљањои њамвор мураккабтар мебошанд. 

Математики бузурги асри XVIII Л.Эйлер (1707-1783), ки ањли 
Швейтсария буду солњои дароз дар Россия кор кардааст ва аъзои 
академияи илмњои Петербург буд, тригонометрияро ба намуди 
њозиразамон овардааст. Мањз Эйлер аввалин шуда таърифи 
функсияњои кунљи дилхоњро муоина намуда, формулаи 
мувофиќовариро дохил кард. 

Эйлер ќимати функсияњои тригонометриро дар доира њисоб 
мекард, ки радиуси он чун воњид ќабул шуда буд. Эйлер масъалаи 
аломати функсияњои тригонометриро дар чорякњои гуногун ќатъї њал 
кард, як ќатор теоремањои тригонометриро оддї гардонид ва роњњои 
исботи умумии онњоро нишон дод, аз аргументи комплексї, алоќаи 
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байни функсияњои тригонометрї ва функсияњои нишондињандагиро 
кашф кард. 

Сохти аналитикї ба геометрия вобаста набуданд. Назарияи 
функсияњои тригонометрї, ки онро Эйлер сар карда буд, дар асарњои 
олими бузурги рус Н.И.Лобачевский (1793-1856) ба анљом расонида 
шудааст.  

Абурайњони Берунї (973-1048) њангоми њалли муодилањои кубї 
аввалин шуда методи санљишро истифода намуд. 

Ѓиёсиддин ал-Кошї бошад дар рисолаи оид ба хорда ва синус 
методи итерасиониро кашф кард. 

Барои муайян намудани 01sin  аз рўи 03sin  ў муодилаи зеринро 

тартиб дод: 0300 1sin41sin33sin −= . Аз ин љо 

;1sin 03 xxpax =⋅⋅=+  

.)()(
4
3;3sin

4
1

0

3
0 yaRpa

p
xapa +=+−

+
⋅==  Азбаски 1<x  аст, 

пас ,3 xx <  он гоњ 
3

0
( ) ( )a xx a p R a y

p
+

= − + = +  ва ин ќиматро ба 

муодилаи додашуда гузошта меёбем: uby += . Њамин тавр: 

4++=+= bayax . 

Ал-Кошї бо ин роњ синуси як градусро то 17 аломати дањї њисоб 
намудааст. Ин методро баъдтар дар асри XIX математики англис 
У.Ч.Њорнер дуюмбора кашф кард. 

Риёзидон ва мунаљљими намоёни тољик Муњаммад Њомид ал-
Хидир ал Хуљандї соли 1000 дар Хуљанд таваллуд шуда, дар 
расадхонаи Рай (Эрон) кор кардааст. Ў теоремаи Фермаро барои 3=n  
исбот кардааст. Исботи теоремаи синусњо низ ба ў тааллуќ дорад. Дар 
астраномия секстантаро ихтироъ кард, ки он дар расадхонаи Улуѓбек 
асбоби асосї њисоб мешуд. 

 
Машќњои иловагї ба боби III 
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278. Муодилаи якљинсаро њал кунед: 
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283. Системаи муодилањоро њал кунед: 
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+−<<+−+<+<+   

к) њал надорад чунки косинус аз 1 калон шуда наметавонад.  
271. а) њамаи ададњои њаќиќї; б) њамаи ададњои њаќиќї бе ѓайр аз 0 

ва 1; в) ;0≤x  272. а) ;,
28

Zkk
∈+−

ππ
 б) ;,

28
Zkk

∈+
ππ

 в) kπ  ва 
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.,
4

)1( Zkkk ∈+− ππ
 274. а) ;,

4
; Znnn ∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +πππ  нишондод. 

;
244

nxxn πππππ
+<+≤≤+  ;

4
nxn πππ +<<   

б) ;,
2

,
842

Zkkxk
∈≤<−

ππππ
 в) ;,

2
Zkkxk ∈+≤ πππ   

г) ;,
6

5 Zkkxk ∈≤<− πππ  д) ;,
6

5 Zkkxk ∈+<< πππ   

е) .,
31263

Zkkxk
∈+<<−

ππππ
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БОБИ IV 
Њосила 

§8. Мафњуми лимит ва бефосилагии функсия 
§9. Мафњуми њосила  
§10. Ќоидањои асосии дифференсиронї 
§11. Њосилаи функсияи дараљагї ва мураккаб 
§12. Њосилаи функсияњои тригонометрї. Љадвали њосилаи 
функсияњо 
§13. Мафњуми њосилаи тартиби олї 

 
§8. Мафњуми лимит ва бефосилагии функсия 

33. Афзоиши аргумент ва функсия 
33.1. Мафњуми атрофи нуќта. Њамаи он мафњумњое, ки дар ин 

параграф омўхта мешаванд, ба мафњуми атрофи нуќта вобастагї 
доранд. Барои њамин њам шарњро аз он сар мекунем. 

Агар а – адади њаќиќї ва δ - адади дилхоњи мусбати додашуда 
бошад, он гоњ фосилаи ),( δδ +− аа  - ро атрофи (ё δ - атрофи) 

нуќтаи а, а – ро маркази атроф ва δ - ро радиуси он меноманд, яъне 

њамаи нуќтањои х, ки барояшон нобаробарии δ<− ах  дуруст аст. 

Масалан, агар дар њолати хусусї сухан дар бораи 1,0=δ  
атрофи нуќтаи а=2 равад, он гоњ њар гуна нуќтаи атрофи х 

нобаробарии 1,02 <−х  - ро ќаноат мекунонад. Яъне 

,1,021,0 <−<− x  2 0,1 2 0,1, 1,9 2,1x x− < < + < <  
Баъзан атрофи нуќтаи додашудаи а гуфта маљмўи нуќтањои 

фосилаи ихтиёрии );( βα  - ро њам меноманд, ки миёнаљояш нуќтаи 
а мебошад. (ниг. ба расми 50) 

 
Расми 50 

33.2. Мафњуми афзоиши аргумент ва афзоиши функсия 
Бо масъалањое машѓул мешавем, ки дар онњо на ёфтани 

ќимати ин ё он бузургї, балки ёфтани ќимати таѓйирёбандањояшон 
љолиби диќќат аст. 

Мисолњои зиёде тасдиќи љумлаи болоиянд. Чунончи, 
 - ќувваи чандирии пружина ба дарозшавиаш мутаносиб аст 

(ќонуни Гук); 
 - кор – таѓйирёбандаи энергия аст; 
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 - суръати миёна – нисбати таѓйирёбии масофа дар фосилаи 
ваќтест, ки дар муддаташ љойивазкунии нуќтаи материалї ба амал 
меояд. 

 - … 
мебошад. 
Фарз мекунем, ки функсияи )(xfy =  дар нуќтањои тири 

ададї ё дар ягон ќисми он дода шудааст. Дар соњаи муайянї нуќтаи 

0x  - ро ќайд мекунем. Ќимати )(xf  - ро дар нуќтаи 0x  ёфта онро, 

бо ќиматњои дигари функсия дар нуќтањои х – и атрофи 0x  

воќеъбуда муќоиса мекунем. Ин љумла иљрои амалиёти зеринро дар 
назар дорад: фарќи )()( 0xfxf −  - ро ба воситаи фарќи )( 0xx −  

муќоиса кардан зарур аст. 
Агар х нуќтаи дилхоњи дар ягон атрофи нуќтаи ба ќайд 

гирифташудаи 0x  воќеъ бошад, он гоњ фарќи )( 0xx −  - ро афзоиши 

таѓйирёбандаи новобаста (ё аргумент) дар нуќта номида, бо х∆  

("делта икс") ишорат мекунем: 0x x x− = ∆ . Аз ин баробарї 

xxx ∆+= 0  бармеояд. Инчунин мегўянд, ки ќимати ибтидоии 

аргумент 0x  ба афзоиши х∆  молик шудааст. Дар ин њолат ќимати 

функсия ба бузургии  
)1()()()()( 000 xfxxfxfxf −∆+=−  

таѓйир меёбад. Фарќи (1) – ро афзоиши функсияи f – и дар нуќтаи х0 
– и ба ∆х мувофиќоянда номида, бо рамзи f∆  ("делта эф") ишорат 
мекунанд: 

0 0( ) ( ).f f x x f x∆ = + ∆ −             (2) 

Аз (1), (2) fxfxxfxf ∆+=∆+= )()()( 00  пайдо мешавад. 

Агар ба (2) дурустакак диќќат дињем, он гоњ мебинем, ки дар 
ќимати ќайдшудаи 0x  афзоиши функсия f∆  функсияи аргументи 

х∆  аст. 
Нињоят, ќайд мекунем, ки f∆  - ро инчунин афзоиши 

таѓйирёбандаи вобаста њам меноманд ва барои функсияи )(xfy =  

бо y∆  ("делта игрек") ишорат мекунанд. 

Мисоли 1. Барои функсияи 1)( 3 −= xxf  њангоми 30 =x  ва 

а) 9,2=x  б) 1,3=x  будан, афзоишњои х∆  ва f∆  ёфта шаванд. 
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Њал. а) ;1,0,1,039,20 −=∆−=−=−=∆ xxxx  

,611,226389,23)3()9,2( −=−=−=∆ fff  611,2−=∆f  

б) ;1,0,1,031,30 =∆=−=−=∆ xxxx  

,791,226791,28)3()1,3( =−=−=∆ fff  .791,2=∆f  

Мисоли 2. Барои функсияи xxy −= 2  ќимати y∆  - ро дар 

атрофи нуќтаи 20 =x  меёбем. 

Њал. Азбаски афзоиши х ба x∆+2  баробар аст, пас 
2( ) (2) (2 ) (2) [(2 )y f x f f x f x∆ = − = + ∆ − = + ∆ −  

2 2 2(2 )] (2 2) 4 4 ( ) 2 2 3 ( ) .x x x x x x− + ∆ − − = + ∆ + ∆ − − ∆ − = ⋅∆ + ∆  
Мисоли 3. Куби теѓааш ба 2а баробар дода шудааст. Агар 

дарозии теѓа афзоиши х∆  - ро гирад, он гоњ афзоиши V∆  - и 
њаљмашро меёбем. 

Њал. Азбаски xax ∆+= 2  ва 3)( xxV =  аст, пас 

=−∆+=−=−=∆ 3333 )2()2()2()2()( axaaxaVxVV  

=+⋅∆++∆+−∆+= ])2(2)2()2)[(22( 22 aaxaxaaxa  

=+∆++∆+∆⋅+∆= ]424)(44[ 2222 axaaxxaax  

.)()(612 322 xxaxa ∆+∆⋅+∆=  

Љавоб. Њаљми куб ба 322 )()(612 xxaxa ∆+∆⋅+∆  меафзояд. 

Мисоли 4. Афзоиши функсияи xy =  - ро дар нуќтаи 0x  ба 

воситаи 0x  ва х∆  ифода мекунем. 

Њал. Мувофиќи шарт xxx ∆+= 0  ва )()( 0 xxfxf ∆+=  аст, 

бинобар он 
( )( )0 0 0 0

0 0 0 0
0 0

( ) ( )
x x x x x x

y f x x f x x x x
x x x

+ ∆ − + ∆ +
∆ = + ∆ − = + ∆ − = =

+ ∆ +

( ) ( )
0000

00

00

2

0

2

0

xxx
x

xxx
xxx

xxx
xxx

++∆+
∆

=
+∆+
−∆+

=
+∆+

−∆+
=  

Мисолњои 2-4 шањодат медињанд, ки афзоиши функсия f∆  

функсияи афзоиши аргумент х∆  аст. 
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33.3. Маънои геометрї ва механикии нисбати  ∆у бар ∆х 
Дар системаи координатї графики функсияи )(xfy =  - ро 

кашида (ниг. ба расми 51) маънои геометрии х∆  ва y∆  - ро шарњ 
медињем. 

Дар навбати аввал ќайд мекунем, ки хати рости l  – и аз болои 
ду нуќтаи дилхоњи графики номбурда гузарондаро бурандаи он 

меноманд. Маълум, ки нисбати 
0

0

xx
yy

−
−

 ё 
0

0 )()(
xx

xfxf
−
−

 - 

коэффитсиенти кунљии k – и бурандаи аз болои нуќтањои ),( 00 yxА  

ва ),( yxB  гузарандаро ифода мекунад. 

               
 
Агар сурат ва махраљи касрро мувофиќан бо афзоишњои y∆  

ва х∆  иваз намоем (ин амалиёт осонии назаррасро фароњам 

меоварад), он гоњ 
x
ytgk

∆
∆

== α  мешавад. Коэффитсиенти кунљии 

хати рости l ба воситаи афзоишњои функсия ва аргумент њамин тавр 
ифода мешавад. 

Мисоли 5. Агар 10 =x  ва 0201,0=∆x  бошад, он гоњ 

коэффитсиенти кунљии бурандаи графики функсияи xy =  - ро, ки 

аз нуќтањои );( 00 yx  ва ),( 00 yyxx ∆+∆+  мегузарад, меёбем. 

Њал. Азбаски ,10 =x  ,11)( 00 === xfy  

0201,10201,010 =+=∆+ xx  ва 01,10201,1)0201,1()( 0 ===∆+ fxxf  аст, 

пас 

0 0( ) ( ) 1,01 1 0,01y f x x f x∆ = +∆ − = − =  

Расми 51 Расми 52
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ва аз ин љо k ба ...9751,4
0201,0

1,0
≈=

∆
∆

==
x
ytgk α  баробар 

мешавад. (Расми 52) 
Нињоят ќайд мекунем, ки бо ёрии афзоишњо суръати миёнаи 

њаракати нуќтаро дар фосилаи ваќти ];[ 00 ttt ∆+  ифода кардан 

мумкин аст. Агар нуќта аз рўи хати рост њаракат намояду 
координатааш )(tx  муайян бошад, он гоњ 

0 0( ) ( )( )миёна
x t t x txt

t t
ν + ∆ −∆

∆ = =
∆ ∆

 

 Ин формула барои 0t∆ <  (яъне барои порчаи [ ]0 0,t t t+ ∆ ) 

низ дуруст аст. Дар ин њолат, њаќиќатан, љойивазкунии нуќта ба 

0 0( ) ( )x t t x t+ ∆ − , давомнокии фосилаи ваќт ба t∆  ва суръати 

миёна ба 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( )миёна
x t x t t x t t x tt

t t
ν − + ∆ + ∆ −

∆ = =
−∆ ∆

 баробар мешавад. 

Айнан њамин тавр, ифодаи 
x

xfxxf
x
f

∆
−∆+

=
∆
∆ )()( 00  суръати 

миёнаи таѓйирёбии функсия дар порчаи ];[ 00 xxx ∆+  номида 

мешавад. 

 
285. δ - атрофи нуќтаи ax =  - ро њангоми  

а) ;302,0 == aδ  б) ;25,0 == aδ  

в) ;401,0 == aδ  г) 0,3 1;aδ = = −  будан, ёбед. 

286. Барои функсияи 2 3y x= −  x ва y∆  - ро њангоми  

1. Атрофи нуќта гуфта чиро мефањмем? Мисолњо оред. 
2. Кадом масъалањо ба мафњуми афзоиши аргумент ва функсия 

меоранд? Ба х∆  ва y∆  таъриф дињед. 

3. Бо мисолњои мушаххас нишон дињед, ки f∆  функсияи 

аргументи х∆  аст. 
4. Ба дурустии формулаи fxfxxfxf ∆+=∆+= )()()( 00  

боварї њосил намоед. 

5. Формулаи 
x
ytgk

∆
∆

== α  чї маъно дорад? 

6. Суръати миёнаи таѓйирёбии функсия дар порча гуфта чиро 
дар назар доранд?

? 
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а) 10 =x  ва ;1,0=∆x   г) 40 =x  ва ;03,0=∆x  

б) 20 =x  ва ;01,0=∆x   д) 40 =x  ва ;12,0=∆x  

в) 30 =x  ва ;02,0=∆x  е) 50 =x  ва 02,0=∆x  будан ёбед. 

287. Афзоиши y∆  ва х∆  - ро барои функсияи 2xy =  ёбед, агар 

а) 1,2=x  ва ;20 =x  г) 6,2−=x  ва ;5,20 −=x  

б) 6,2=x  ва ;30 =x  д) 1,4=x  ва ;40 =x  

в) 3=x  ва ;8,20 =x  е) 3,9=x  ва 90 =x  бошад. 

288. Барои функсияи 
x

y 1
=  ќимати y∆  - ро ёбед, агар 

а) ,60 =x   ;01,0=∆x   д) ,50 =x   ;25,0=∆x  

б) ,02,70 =x   ;02,0=∆x  е) ,025,30 =x  ;025,0=∆x  

в) ,20 =x   ;04,0=∆x   ж) ,60 =x   ;01,0−=∆x  

г) ,2,40 =x   ;2,0=∆x   з) ,30 −=x   0,04.x∆ = −  

289. Барои функсияи  

а) ;72 −= xy     б) ;
2
xy =     в) ;1 2xy −=      г) 22 ;y x x= −  

д) 342 −−= xxy   е) ;2 3 xxy −=    ж) ;13 −= xy   з) 12 += xy  

y∆  - ро дар нуќтаи 0x ба воситаи 0x  ва x∆  ифода кунед. 

290. Агар 

а) ;)( xxf =   б) ;)( 2xxf =   в) ;)( baxxf +=  

г) ;)( 2 cbxaxxf ++=  д) 3)( xxf =  

бошад, ),( 0 xxf ∆+  y∆  ва 
x
y

∆
∆

 - ро ёбед. 

291. Коэффитсиенти кунљии бурандаи графики функсияи 2xy =  - 

ро, ки аз болои нуќтањои ),( 00 yx  ва ),( 00 yyxx ∆+∆+  

мегузаранд, њангоми 

а) ,20 =x   ;1,0=∆x  г) ,20 =x   ;1,0−=∆x  

б) ,20 =x   ;01,0=∆x  д) ,20 =x   ;01,0−=∆x  

в) ,20 =x   ;001,0=∆x  е) ,20 =x   001,0−=∆x  будан, ёбед. 
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Расми 53 

292. Коэффитсиенти кунљии k – ро барои функсияи 3xy =  њангоми  

а) ,10 =x   ;1,0=∆x  г) ,10 =x   ;1,0−=∆x  

б) ,10 =x   ;01,0=∆x  д) ,10 =x   ;01,0−=∆x  

в) ,10 =x   ;001,0=∆x  е) ,10 =x   001,0−=∆x  будан, ёбед. 

293. Тарафњои росткунља 16 м ва 22 м мебошад. Агар тарафи хурди 
онро ба 0,1 м ва тарафи калонашро ба 0,2 м зиёд кунем он гоњ 
афзоиши периметр ва масоњати он ба чї баробар мешаванд? 

294. Теѓаи куб 0x  ба x∆  меафзояд. Афзоиши масоњати сатњи 

пурраи кубро њангоми  
а) ,20 =x   ;2,0=∆x  б) ,30 =x   01,0=∆x  будан, ёбед. 

295. Куби теѓааш ба х баробар ба x∆  меафзояд. Њангоми  
а) ,1=x   ;1,0=∆x  б) ,2=x   2,0=∆x  
шудан њаљми он ба чї баробар мешавад? 

296. Агар 

а) ;112)( 3 +−= xxxf  б) ;17)( 2 +=
x

xf  в) ;
1

2)( 2 −
=

x
xf   

г) ;
1

3)( 2 +
=

x
xf  д) ;1)(

x
xxf +=   е) 2

2 1)(
x

xxf +=  

бошад, он гоњ f∆  ва 
x
f

∆
∆

 ба воситаи 0x  ва x∆  ифода карда шавад. 

297. Суръати миёнаи нуќтаи аз рўи ќонуни маълум ростхатта 
њаракаткунандаро дар фосилаи ваќти ];[ 00 ttt ∆+  њангоми  

а) ;53)( −= ttx   в)
2

0( ) ;
2

gtx t tν= +  

б) ;53)( −−= ttx г) 
2

)(
2gttx =  будан, 

ёфта шавад. 
298. Ќонуни љойивазкунии 
(њаракати) нуќтаи материалї, ки 
вобастагии S – ро аз рўи t ифода 
мекунад, дар график нишон дода 
шудааст (Расми 53). Суръати миёнаи 
њаракатро дар порчањои ],1;0[  ]2;1[  

ва ]3;2[  ёбед. 
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Машќњо барои такрор 
299. Муодиларо њал намоед: 

а) ;
6

3
4

61
12

63 +
−

+
=+

− xxx
 в) );3(6)3)(2( −=+− xxx  

б) ;0743 2 =−+ xx   г) .0
11

=
−

+
+ x

x
x

x
 

300. Системаи муодилањоро њал намоед: 

а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;1756
;375

yx
yx

 б) 
⎩
⎨
⎧

=
=+

.2
;962 22

yx
yx

 

301. Исбот кунед: 

а) );(22 222 cbabcba +≥++    

б) .),(46 222224 babaabbbaa ≠+>++  
302. Муодилаи тригонометриро њал намоед: 

а) ;sincos4sin 44 xxx −=  б) .05coscos =− xx  
303. Айниятро исбот намоед: 

а) ;
cos

2cos1 2
2

x
xxtg =−  б) .

42sin1
2sin1 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+
− απ

α
α ctg  

304. Љуфт ва ё тоќ будани функсияро муайян намоед: 

а) ;1192)( 24 ++−= xxxf   б) ;53)( 3 xxxf +−=  

в) .25)( 36 xxxf −=  
305. Бари росткунља аз дарозиаш дида 3 см кўтоњтар аст. Ченакњои 

онро ёбед, агар масоњаташ 70 см2 – ро ташкил дињад. 
306. Ду мошини боркаш якљоя кор карда бояд борро дар 6 соат 

мекашонданд. Вале, мошини дуюм ба саршавии кор каме дер 

монда ваќте омад, ки аллакай мошини якум 
5
3

 њиссаи тамоми 

борро кашондааст. Бори боќимондаро мошини дуюм кашонд 
ва аз ин рў, барои кашондани тамоми бор мошинњо назар ба 
ваќти пешбинишуда ду маротиба зиёдтар ваќт сарф карданд. 
Њар як мошин дар алоњидагї тамоми борро дар чанд соатї 
мекашонад? 

 
34. Мафњуми лимит ва бефосилагии функсия 

Дар аксари мавридњо ќимати функсияро на дар нуќтаи а, 
балки дар нуќтаи ба он наздики х (бо дигар ибора дар нуќтањои 
атрофаш) муоина менамоянд. 
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34.1. а) Мегўянд, ки таѓйирёбандаи х ба адади а майл мекунад, 

агар х ба δ - атрофи а тааллуќ дошта, яъне δ<− ax  буда, њангоми 

бењад ба а наздик шуданаш бузургии ax −  бењад ба нул наздик 

бошад. 
Майлкунии таѓйирёбандаи х – ро ба адади а дар шакли 
ax →  навишта чунин мехонанд: "икс ба а майл мекунад". 
б) Таърифи 1. Агар њангоми x ба a майл кардан (бо сањењии 

пешаки додашуда) )(xf ба L майл кунад, адади L – ро лимити 

функсияи )(xf  дар нуќтаи a меноманд. 
Ќайд менамоем, ки ба љои ибораи майлкунї тирчаро 

истифода карда таърифи болоиро кутоњакак "њангоми ax →  бо 

сањењии пешаки додашуда Lxf →)(  ва ё Lxf
ax

=
→

)(lim *  њам 

менависанд. 

Мисоли 1. Бигзор 
3
27)(

3

−
−

=
x

xxf  бошад. Адади L – ро барои 

)(xf  њангоми 3→x  меёбем. 

Њал. Барои 3≠x   93
3

)93)(3(
3
27)( 2

23

++=
−

++−
=

−
−

= xx
x

xxx
x

xxf  аст. 

Пас, 279999333)93(lim)(lim 22

33
=++=+⋅+=++==

→→
xxxfL

xx
 мешавад. 

Љавоб: 27=L  
Мисоли 2. Њангоми х ба 1 майл кардан функсияњои )(xf  ба 5 

ва )(xϕ  ба  -3 майл мекунанд. инро ба назар гирифта ба кадом адад 

майл кардани функсияи 
)(5,0

)(5)(2
2 x

xxf
ϕ

ϕ+
 - ро меёбем. 

Њал. Маълум, ки њангоми ax →  

5,4)3(5,0)(5,0,15)3(5)(5,1052)(2 22 =−⋅=−=−⋅=⋅ xxxf ϕϕ баба  
майл мекунанд. Аз ин љо  

)(5,0
)(5)(2

2 x
xxf

ϕ
ϕ+

 ба 
10 15 5 50 10

4,5 4,5 45 9
− −

= = − = −  яъне ба 
9

10
−  

майл мекунанд. 

                                                
* Ишорати «lim» навишти мухтасари калимаи лотинии «limes» («њад») 
ва ё калимаи франсавии “limute” («њудуд») мебошад. 
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34.2. в) Таърифи 2. Агар њангоми х ба а майл кардан )(xf  ба 

)(af  майл кунад, он гоњ функсияи )(xfy =  дар нуќтаи а бефосила 

номида мешавад. Яъне њангоми ),()( afxfax →→  ё 

).()(lim afxf
ax

=
→

 Дар ин маврид а – ро нуќтаи бефосилагии функсия 

меноманд. Дар акси њол (яъне агар дар нуќтаи а бефосилагии 
функсия вайрон гардад), а – нуќтаи каниш ном дошта, )(xf  дар 
нуќтаи а фосиланок (ё канишдор) мешавад. 

Агар ба таърифњои 1 ва 2 дурустакак назар кунем, он гоњ дар 
байни мафњумњои лимит ва бефосилагї алоќаи хеле зич мављуд аст. 
Бефосилагї мавридеро дар бар мегирад, ки агар таѓйирёбандаи х 
адади а – ро ба сифати ќимати худ ќабул кунад, яъне )(af  - яке аз 

ќиматњои )(xf  мебошад. 

Бефосилагии )(xf  - ро дар алоќамандї бо тасвири графикаш 
шарњ додан хеле муфид аст. 

Агар графики функсия дар нуќтањои 
абсиссаашон ягон порчаро (ё тамоми тири 
ададиро) ташкилдињанда хати яклухти 
равонро, яъне хати дар натиљаи аз ќоѓаз 
набардоштани ќалам кашидашударо ифода 
кунад, он гоњ дар њамон порча (ё тири ададї) 
онро функсияи бефосила меноманд (Расми 54). 

Њамаи функсияњои асосии элементарї 
(хаттї, квадратї, тригонометрї,…) дар 
фосилањои соњаи муайяниашонро 
ифодакунанда, бефосилаанд. 

Акнун мисолеро меорем, ки дар шакли умумї функсияи 
фосиланокро ифода мекунад. Масалан, графики функсияи дар 
расми 55 акс ёфта дар );[ ca  ва ];( bc  бефосила буда, вале дар ];[ ba  
фосиланок аст. 

г) Маълумотњои п. 33.2 – ро ба назар 
гирифта таърифи нави бефосилагиро баён 
намудан мумкин аст: 

),()( afxaf →∆+  агар .0→∆x  

Дар њаќиќат, агар xa ∆+  - ро бо х ишорат 
кунем: (яъне xax ∆+= ), он гоњ аз он њангоми 

ax →  )()( afxf →  (ниг. ба таърифи 2) 
мебарояд. Айнан њамин тавр, агар дар таърифи 

Расми 54 

Расми 55
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2 ба љои х a x+ ∆  гирем, он гоњ тасдиќоти пункти г) њосил 
мегардад, ки он аз баробарќуввагии b) ва г) шањодат медињад. 

Ќайд менамоем, ки аз « )()( afxaf →∆+  њангоми 0→∆x » 

« 0)()( →−∆+ afxaf » ва аз ин љо « 0→∆f  њангоми 0→∆x » 

мебарояд. Бо дигар ибора, функсияи )(xf  - ро дар ягон нуќтаи а – и 
соњаи муайянї бефосила меноманд, агар њангоми афзоиши аргумент 
ба нул майл кардан афзоиши функсия њам ба нул майл кунад. (яъне 

0lim
0

=∆
→∆

y
x

) 

Таърифи 3. Функсияи дар њар як нуќтаи ягон порча бефосиларо 
дар њамин порча бефосила меноманд. 

Таърифи болої барои фосила, нимфосила ва нимпорча њам 
љой дорад. 

Дар мулоњизаронињои оянда баъзе ифодањои аёну фањморо 
ќабул мекунем. Масалан, агар ,0→h  он гоњ 

.929,0,05 2 →±→→ hhh  

Мисоли 3. Функсияи 
7352

2)( 23

4

+−+
−

=
xxx

xxxf  дода шуда аст. 

Нишон медињем, ки њангоми 3 ( ) (3)x f x f→ →   љой дорад. 

Њал. Маълум, ки њангоми )3(f  ифодаи ададии 

7333532
323

23

4

+⋅−⋅+⋅
⋅−

    ба 
27
75

 баробар мебошад. 

Инро ба њисоб гирифта пай дар пай ба дурустии 
,33333 44 =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= xxxxx  ;322 ⋅→x  3 32 2 2 3 3 3 2 3 ,x x x x= ⋅ ⋅ ⋅ → ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  

;3533555 22 ⋅=⋅⋅→⋅⋅= xxx  ,333 ⋅=x  ;77 →  ;3232 44 ⋅−→− xx  

;73335327352 2323 +⋅−⋅+⋅→+−+ xxx  боварї њосил менамоем. Аз ин 

љо њангоми 3→x  

)3(
7333532

323
7352

2)( 23

4

23

4

f
xxx

xxxf =
+⋅−⋅+⋅

⋅−
→

+−+
−

=  

мебарояд. Навишти охирин бефосилагии )(xf  - ро дар нуќтаи 

3=x  ифода мекунад. 
Мисоли 4. Дар асоси таърифњои бефосилагї нишон медињем, 

ки функсияи 

а) ;43)( += xxf     б) ;2)( xxf =     в) xxf cos)( =  дар 
нуќтањои дилхоњи соњаи муайяниаш бефосила мешавад. 
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Њал: а) Маълум, ки соњаи муайянии функсияи 43)( += xxf  
тамоми ададњои њаќиќї аст. Дар он адади дилхоњи а – ро мегирем, 
он гоњ 

xfxaxa
axaafxafafxff

∆⋅=∆∆⋅=−−+∆+=
=+−+∆+=−∆+=−=∆

3,343433
)43(4)(3)()()()(

мешавад. Азбаски ,0→∆x  пас .03 →∆⋅ x  Аз ин љо њангоми 

0→∆x   03 →∆⋅=∆ xf  - ро њосил мекунем. Мувофиќи шарт а – 

адади дилхоњи маљмўи R буд, пас 43)( += xxf  дар тамоми 

);( +∞−∞  бефосила мешавад. 
Ќайд мекунем, ки айнан њамин тавр бефосилагии функсияи 

хаттии bkxxf +=)(  дар тамоми R исбот карда мешавад. 

б) ,2)( xxf =  ).;0[)( +∞=∆ f  Барои ба маќсад ноил гаштан 

фарќи )()( afxf −  - ро тартиб медињем, ки дар он а – нуќтаи 

дилхоњи );0[ +∞  мебошад: 

2 2 2( ) 2( )

( )( ) 2( ) 22 .

f x a x a a x a

a x a a x a a x a x
a x a a x a a x a

∆ = − = − = + ∆ − =

+ ∆ − + ∆ + + ∆ − ∆
= ⋅ = =

+ ∆ + + ∆ + + ∆ +
 

Маълум, ки њангоми 02,0 →∆⋅→∆ xx  ва аз ин љо 

,0
2

02
=→

+∆+
∆

=∆
aaxa

xf  .0→∆f  Њамин тариќ, 

бефосилагии xxf 2)( =  дар нуќтаи а исбот гардид ва азбаски а 

нуќтаи дилхоњи );0[ +∞  аст, пас xxf 2)( =  дар тамоми );0[ +∞  
бефосила мешавад. 

в) Адади а – ро нуќтаи дилхоњи );( +∞−∞  шуморида 

бефосилагии xxf cos)( =  - ро дар фосилаи болої нишон медињем: 

( ) ( ) cos( ) cos

2sin sin 2sin sin .
2 2 2 2

f f a x f a a x a
a x a a x a x xa

∆ = + ∆ − = + ∆ − =

+ ∆ − + ∆ + ∆ ∆⎛ ⎞= − ⋅ = − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Маълум, ки њангоми 0→∆x  ,0
2

→
∆x

 ,0
2
0sin

2
sin =→

∆x
 

axa sin
2

sin →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+  ва аз ин љо 

 0sin02
2

sin
2

sin2 =⋅⋅−→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+⋅
∆

−=∆ axaxf  

мешавад. 
Иљрошавии шарти 0→∆f  аз 

бефосилагии функсияи xxf cos)( =  дар 

нуќтаи дилхоњи );( +∞−∞∈a  шањодат 
медињад. 

Мисоли 5. Оё функсияи 
2 | |, 0

( )
1, 0

x x
f x

x
≠⎧

= ⎨ =⎩
дар нуќтаи 0=x  

бефосила мешавад ё не? Барои ба саволи гузошташуда љавоб 
гардонидан ба шарти мисол назар мекунем. Мувофиќи он дар 

ќиматњои 0≠x   xxf 2)( =  мешавад, ки ин функсия дар тамоми 

)0;(−∞  ва );0( +∞  бефосила аст (ниг. ба расми 56); 

),(2)( afaxf =→  агар .0, ≠→ aax  

Њангоми 0=a  будан 02)( →→ axf  вале аз рўи шарт 

1)0( =f  аст, яъне ( ) 0 1 ( )f x f a→ ≠ ≠  мешавад. Аз ин рў функсия 
фосиланок буда, дар нуќтаи 0 каниш дорад. 

Мисоли 6. Фосилањои бефосилагии функсияи  
2 4 , 2( ) 2

5, 2 ро ошкор месозем.

x xf x x
x

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ = −⎩

 

Њал. Агар 2≠x  бошад, он гоњ 2)( += xxf  шуда дар тамоми 

)2;(−∞  ва );2( +∞  бефосила мешавад: 

)(22)( afaxxf =+→+=  барои .2≠a  

Њангоми 2=a  будан 42 =+a  мешавад, вале 5)2( =f  аст. 

Пас )2(4)( fxf ≠→  шуда аз вайроншавии бефосилагии )(xf  дар 

нуќтаи 2=x  шањодат медињад. 

Расми 56 
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Њамин тариќ, функсияи мазкур дар тамоми тири ададї ба 
ѓайр аз 2=x  бефосила буда аст. 

 
307. L – ро ёбед, агар 

а) ;1,
99

2)( 2

2

→
+−

−
= x

xx
xxxf    б) ;4,

4
16)(

2

→
−
−

= x
x

xxf  

в) ;1,
1
1)( →

−
−

= x
x
xxf    г) ;1,

1
1)( 3 −→

+
+

= x
x
xxf  

д) ;1,
1
1)( 3

4

→
−
−

= x
x
xxf    е) ;1,

45
13)( 2

2

−→
++
++

= x
xx
xxxf  

ж) ;0,
6
cos3)( 2 →
+

= x
x

xxf    з) ;0,
1

2)( 2 →
+

+
= x

x
tgxxf  

и) ;
2

,cos1)( π
→

+
= x

x
xxf  бошад. 

308. Маълум, ки њангоми 2−→x  функсияњои )(xf  ва )(xϕ  
мувофиќан ба 4 ва 9 майл мекунанд. инро ба назар гирифта 
лимити функсияњои зеринро ёбед: 

а) );(2 xϕ    б) ;
)(

)()(
2 x

xxf
ϕ

ϕ+
   в) .

)()(
)(3)(4

xxf
xxf

ϕ
ϕ

−
−

 

309. Фосилањои бефосилагии функсияро ёбед: 

а) ;1179 24 −+− xxx  б) ;52 2 −x  в) ;
1

892

+
+−

x
xx

 г)
3

2 ;
1

x
x −

 

д) ;
4
3

3

2

xx
x

−
−

 е) ;
1

65
2

2

+
+−

x
xx

 ж) ;
12

3
−x

 е) .
2

34 +x
 

310. Оё функсияи )(xf  дар нуќтањои фосилаи додашуда бефосила 
мешавад: 

1. Љумлаи "њангоми ax →   ( )f x L→ " чї маъно дорад? 
2. Мафњуми бефосилагиро аёнї шарњ дињед. Кадом таърифњои 
бефосилагиро медонед? 

3. Кадом нуќтањоро нуќтаи каниши функсия меноманд? 
Мисолњо оред. 

4. Кадом функсияњоро фосиланок меноманд? Бо мисолњо шарњ 
дињед. 

? 
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а) );;(,65)( 49 +∞−∞+−= xxxf  б) );;4(,572)( +∞−+−= xxxf  

в) ).5;(,
)4)(3(

)(
3

−∞
−−

=
xx

xxf  

311. Оё функсияњои графикаш дар расми 57 тасвирёфта дар 
нуќтањои 1x  ва 2x  бефосила мешаванд? 

312. Исбот намоед, ки агар 
23

32)( 2

2

−+
−

=
xx

xxxf  бошад, он гоњ 

њангоми 1→x   
2
1)1()( −=→ fxf  мешавад. 

313. Графики функсияњои зеринро сохта абсиссањои нуќтањоеро 
нишон дињед, ки дар онњо бефосилагї вайрон мешавад: 

а) 
⎩
⎨
⎧

=

≠
=

;0,1
,0,3

)(
x

xx
xf  б) 

⎩
⎨
⎧

≥−

<
=

.1,1
,1,2

)(
2 xx

x
xf  

 

 
 

 
Расми 57
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Машќњо барои такрор 
314. Дар кадом ќиматњои њаќиќии а муодилаи 

0
2

)1(2 22

=
−

−+−+
x

aaxax
 ду решаи гуногуни њаќиќї дорад. 

315. Ќаиќ бо равиши љараёни дарё 48 км ва њамин ќадар масофа ба 
муќобили љараён њаракат карда барои тамоми роњ 5 соат ваќт 
сарф намуд. Суръати хоси ќаиќро ёбед, агар суръати љараёни 
дарё 4 км/соат бошад. 

316. Баъд аз пай дар пай ду маротиба ба њамон як фоиз паст 
кардани нарх, арзиши мол аз 300 сомонї ба 192 сомонї 
фаромад. Ба кадом фоиз нархи мол њар ду маротиба паст 
карда шуд? 

317. Њисоб кунед:  

а) ;
4

10
4

cos
4

3
6

sin5 ππππ ctgtg −−+  б) .
6

cos:
36

2 πππ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − tgtg  

318. Дар кадом ќимати х функсияи f(x)=4х-3 ба 17 баробар мешавад? 
 

319. Маълум, ки 8=αtg  аст. Ќимати ифодаро ёбед: 

а) ;
αα
αα

tgctg
tgctg

−
+

 б) .
cossin
cos2sin

22

22

αα
αα

−
+

 

320. Содда кунед: 

а) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

απαπ

απαπ

2
sin)sin(

2
cos)cos(

 б) 
2sin ( ) sin 2

2 ( );
sin( )

tg

ππ α α
π α

π α

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⋅ −

−
 

321. Муодилањои зеринро њал кунед: 

а) ;743 2 =+ xx    б) .23 2 += xx  
322. Абсиссаи ќуллаи параболаро ёбед, агар  

а) ;593 2 +−= xxy    б) 22 xxy −=  бошад. 

323. Афзоишњои x∆  ва y∆  - ро барои функсияи 32 += xy  њангоми  

а) 1,11 =x  ва ;10 =x  б) ,4,2=x  20 =x  будан ёбед. 

 
§9. Мафњуми њосила 

35. Суръати лањзагии њаракат. Шарњи ин мафњумро, ки аз 
физика ба мо маълум аст, аз њалли масъалаи зерин оѓоз менамоем. 
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Дар стансияи Душанбе масофа аз лавњаи тормоздињиро 
ифодакунанда то истгоњи вагони якум ба 160 м баробар аст. Агар 
њаракати минбаъдаи ќатора мунтазам сустшаванда бо шитоби 
а=3,2 м/с2 бошад, он гоњ он ба лавњаи тормоздињї бо кадом суръат 
наздик мешавад? 

Маълум, ки масъала ёфтани суръати њаракати ќатораро 
њангоми гузариш аз лавњаи тормоздињї талаб менамояд (аниќтараш 

суръати лањзагиро…). Роњи тормоздињї аз рўи формулаи ,2 2atS =  
ки а – шитоб, t – ваќти тормоздињї аст, њисоб карда мешавад. 
Азбаски м,160=S  а=3,2 м/с2 аст, пас 320=3,2t2 ва аз он t=10 сония 
њосил мегардад. Аз формулаи atυ =  суръати лањзагиро меёбем: 

32υ =  м/с. 
Бояд ќайд кард, ки бисёр масъалањои характери амалї дошта 

аз суръати лањзагї вобастагї доранд. Масалан, аз суръати парвози 
киштии кайњони, дохилшавии он ба ќабати маълуми атмосфера 
вобаста аст. 

Гузориши масъала дар шакли умумї чунин аст: аз рўи 
вобастагии маълуми )(tf  суръате, ки ба он љисм дар лањзаи ваќти t 
њаракат мекунад, муайян карда шавад. 

Ин суръатро дар физика суръати лањзагї меноманд. Барои аз 
рўи )(tf  - и маълум ( )(tfS =  - ро ќонуни њаракат њам меноманд) 

ёфтани суръати матлуби лањзагї vлањз 0( )t  дар дарсњои физика чунин 

рафтор мекарданд: дар навбати аввал суръати миёнаи њаракатро 

дар фосилаи ваќти давомнокиаш t∆  аз 0t  то tt ∆+0  ёфта, баъд аз 

он натиљаро њангоми t∆  ба нул майл кардан тадќиќ менамоянд 
(чунки дар ин гуна фосилањои хеле хурди ваќт суръат ќариб таѓйир 
намеёбад). 

Бо маќсади ба дарки њалли масъала ноил гаштан фарз 
мекунем, ки љисм аз рўи тири OS  аз чап ба рост ѓайримунтазам 
њаракат мекунад. Дар ин њолат љисми њаракаткунанда дар њар 
воњиди ваќт масофањои гуногунро тай менамояд. 

Чуноне ки дар боло ќайд шуд, бо 
сабаби таѓйирёбанда будани суръат 
нисбати масофаи тайшуда дар муддати 
ваќти сарфшуда фаќат суръати 
миёнаро медињад. Агар дар ягон лањзаи 

Расми 58
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ваќти 0t  љисми њаракаткунанда вазъияти А – ро ва баъд аз 

гузаштани ваќти t∆  масофаи S∆  - ро тай карда вазъияти В – ро 
гирад, он гоњ 

),((),(),( 0000 tfttfSttfSStfS −∆+=∆∆+=∆+=  

υ ∆
=

∆миёна

S

t
 мешавад. 

Суръати њаракат дар лањзаи ваќти 0t  (яъне суръати лањзагї) 

бошад чун лимит суръати миёна дар мавриди хеле хурди t∆  (яъне 
0→∆t ) њосил мешавад: 

υ υ→миёна лањз 0( )t  ё 0 0
0

( ) ( ) ( )( 0) (1)f t t f tS t t
t t

υ υ+ ∆ −∆
= = → ∆ →

∆ ∆
 

Масалан, барои масъалаи аввала амалиёти зерин љой дорад: 
суръати њаракати мунтазам сустшавандаи ќатора аз рўи ќонуни 

2

2ats =  дар фосилаи ваќти ]10;10[ t∆+  њангоми 0→∆t  ба 

,
20 taat

t
s

∆+=
∆
∆

 0(10) 3,2 10 32atυ = = ⋅ =  м/с баробар аст. 

Агар ќонуни њаракат дар шакли 
2

)(
2

0
gttth += ϑ  дода шуда 

бошад, он гоњ суръати миёнаи он дар лањзаи дилхоњи ваќи t ба  
2 2

0 0

миёна

( )( )( ) ( ) 2 2( )

g t t gtt t th t t h tt
t t

υ υ
υ

⋅ + ∆
⋅ + ∆ + − −+ ∆ −

= = =
∆ ∆

 

2 2 2

00 0 0
( )

22 2 2
g tgt g t gt gt tt t gt t t

t t

υυ υ υ
∆⎛ ⎞∆ + + ⋅∆+ ∆ + + ⋅∆ + − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠= = =
∆ ∆

 

0 ,
2

g tgtυ ⋅ ∆
= + +   0( )

2миёна
g tt gtυ υ ⋅ ∆

= + +  мешавад. 

Азбаски ,0→∆t  пас υ υ⋅ ∆
+ + → +0 02

g t
gt gt  ва аз ин љо 

υ υ= +лањз. 0 gt  мешавад. 

36-37. Таърифи њосила. Масъалањои дар п 35 дида 
баромадаамон, ба ёфтани суръати лањзагї вобаста буда, модели 
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математикиеро ифода мекунад, ки аз нисбати афзоиши функсия бар 
афзоиши аргумент њангоми ба 0 майл кардани бузургии охирин 
иборат аст (ниг. ба (1)). Чунин масъалањои ба ин лимит оваранда, 
ягона набуда, балки дар њалли бисёр масъалањои дигар вомехўранд. 
Аз ин рў омўзиши назарияи онњо (дар шакли умумї) ва ёфтани 
ќиматњояшон диќќати махсусро талаб мекунад. 

Оиди функсияи )(xfy =  дар нуќтаи дилхоњи 0x  - и соњаи 

муайяниаш схемаи зеринро амалї мегардонем: 
а) афзоиши функсияро дар нуќтаи 0x  меёбем: 

)()( 00 xfxxff −∆+=∆  

б) онро (яъне f∆  - ро) ба 0≠∆x  таќсим намуда, ба ифодаи  

x
xfxxf

x
f

∆
−∆+

=
∆
∆ )()( 00              (2) 

соњиб мешавем. 
в) њангоми ба нул майл кардани x∆  ба кадом адад майл 

кардани ифодаи 
x
f

∆
∆

 - ро муайян мекунем. 

Таъриф. Ададе, ки ба он нисбати афзоиши функсия ба афзоиши 
аргумент њангоми ба нул майл кардани афзоиши аргумент майл 

мекунад, њосилаи функсияи )(xfy =  дар нуќтаи 0x  номида 

мешавад. 

Њосилаи функсияи )(xfy =  - ро дар нуќтаи 0x  бо рамзи 

)(' 0xf  (эф штрих аз икси нол) ишорат менамоянд. 

Схемаи ба пунктњои а) – в) асоснокшудаи ёфтани њосилаи 
функсияро шартан алгоритми ёфтани њосилаи функсия номида аз 
рўи он њосилаи функсияњои 

;)()1 bkxxf +=   ;)()2 2xxf =   ;)()3 3xxf =  
14) ( )f x
x

=  ва 

xxf =)()5  - ро дар нуќтаи дилхоњи соњаи муайяниашон меёбем. 

.,,)()1 constbkbkxxf =+=  а) Азбаски ,)( 00 bkxxf +=  

bxxkxxf +∆+=∆+ )()( 00  аст, пас 

=−−+∆+=−∆+=∆ bkxbxxkxfxxff 0000 )()()(  

xkxxxk ∆⋅=−∆+= )( 00  мешавад. б) ,k
x
xk

x
f

=
∆
∆

=
∆
∆

 ;k
x
f

=
∆
∆
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в) ,constk =  пас нисбати 
x
f

∆
∆

 низ барои 0→∆x  доимї 

мешавад. Аз ин љо k
x
f

→
∆
∆

 њангоми 0→∆x  ва kbkx =+ )'(  њосил 

мешавад. 
Агар дар формулаи охирин аввал cbk == ,0  ва баъд 

0,1 == bk  гирем, он гоњ формулањои 

0)'( =c  ва 1)'( =x  
-ро њосил мекунем. Ин ду формула мувофиќан ба тасдиќотњои 
њосилаи бузургии доимї ба нул ва њосилаи х ба 1 баробар аст, 
мувофиќ меоянд. 

2) .)( 2xxf =  а), б) Аз рўи схемаи болої амал карда, 

2
0 )(2 xxxf ∆+∆⋅=∆  - ро њосил мекунем. Аз ин љо xx

x
f

∆+=
∆
∆

02  

мешавад; 
в) њангоми 0→∆x  ифодаи xx ∆+02  ба 02x  майл мекунад. 

Пас, 
02x

x
f

→
∆
∆  њангоми .0→∆x  Нуќтаи дилхоњ будани 0x  - ро ба њисоб 

гирифта xx 2)'( 2 = -ро пайдо мекунем. 

3) .)( 3xxf =  Маълум, ки барои ин функсия дар нуќтаи 0x  ва 

xx ∆+0  - и соњаи муайянї 3
00 )( xxf =  ва 3

00 )()( xxxxf ∆+=∆+  

мешавад. Аз ин ќиматњо аввал афзоиши функсия ва баъд нисбати 
онро бар афзоиши аргумент тартиб медињем (пунктњои а), б)) 

3 3 3 2 2 3 3
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 3 3 ( ) ( )f x x f x x x x x x x x x x xf

x x x x
+ ∆ − + ∆ − + ⋅∆ + ⋅ ∆ + ∆ −∆

= = = =
∆ ∆ ∆ ∆

2 2
0 0 2 2 2 2

0 0 0 0

3 3 ( )
3 3 ( ) , 3 3 ( ) .

x x x x x fx x x x x x x x
x x

⎡ ⎤+ ∆ + ∆ ⋅ ∆ ∆⎣ ⎦= = + ⋅ ∆ + ∆ = + ⋅ ∆ + ∆
∆ ∆

 

Азбаски љамъшавандањои xx ∆⋅03  ва )( 2x∆  њангоми 0→∆x  ба 0 

майл мекунанд, пас, дар ин њолат .3 2
0x

x
f

→
∆
∆

 Айнан њамин тавр 

барои њар гуна х формулаи 23 3)'( xx =  њосил мегардад. 

0,1)()4 ≠= x
x

xf . Фарз мекунем, ки 00 ≠x  бошад, он гоњ  



 167

)(
11

0000 xxx
x

xxx
f

∆+
∆

−=−
∆+

=∆  ва 
)(

1

00 xxxx
f

∆+
−=

∆
∆  мешавад. 

Њангоми 0→∆x  00 xxx →∆+  ва 2
000 )( xxxx →∆+  - ро 

њосил мекунем. Аз ин љо њангоми 0→∆x  2
0

1
xx

f
−→

∆
∆

 мешавад. 

Азбаски 0x  - нуќтаи дилхоњи );0()0;( +∞∪−∞  аст, пас дар 

њамин фосила 2

11
xx

−=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 мешавад. 

,)()5 xxf =  .0≥x  Афзоиши функсияро дар нуќтаи дилхоњи 

)0( 00 ≥xx  меёбем. 

( )( )0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

( ) ( )
x x x x x x

f f x x f x x x x
x x x

+ ∆ − + ∆ +
∆ = + ∆ − = + ∆ − = =

+ ∆ +
 

 

( ) ( )
.

0000

00

00

2

0

2

0

xxx
x

xxx
xxx

xxx
xxx

+∆+
∆

=
+∆+
−∆+

=
+∆+

−∆+
=  

Нисбати 
x
f

∆
∆  намуди зеринро мегирад: .1

00 xxxx
f

+∆+
=

∆
∆

 

Азбаски њангоми 0→∆x  ,00 xxx →∆+  
000 2 xxxx ⇒+∆+  ва 

,
2

1

0xx
f

→
∆
∆

 он гоњ ( ) .
2

1
x

x =
′

 

 
Эзоњ. Функсияи дар нуќта дорои њосила бударо дар њамин 

нуќта дифференсиронидашаванда меноманд. Агар функсияи 
)(xfy =  дар ягон фосила дифференсиронидашаванда бошад, он гоњ 

дар њар як нуќтаи фосила дорои њосила мешавад. 
Њосилаи функсияро бо 'y  њам ишорат мекунанд. Амалиёти 

ёфтани њосилаи функсияро дифференсиронидани функсия низ 
меноманд. 

Натиљаи дифференсиронии функсияњои болоиро дар љадвали 
зерин љой медињем: 
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( )f x  с х 2x  3x  bkx + x  x
1

 

'( )f x  0 1 2х 23x  k 
22

1
 

2

1
x

−  

Нињоят гуфтањои пункти 35 – ро ба назар гирифта аз рўи 
суръати миёнаи таѓйирёбии функсия (ниг. п. 33.3.-и §8) дар порчаи 

];[ 00 xxx ∆+  њангоми 0→∆x  0'( )f f x
x

∆
→

∆
 - ро њосил кардан 

мумкин аст, ки онро суръати лањзагии таѓйирёбии функсия њам 
меноманд. 

 

 
 

324. Нуќтаи материалї аз рўи ќонуни tts 24)( +=  њаракат мекунад. 
Суръати миёнаи онро дар фосилаи ваќти  
1) аз 8,4=t  то ;5=t  2) аз 4,2=t  то 3=t  ёбед. 

325. Агар ќонуни њаракат )(tfS =  бо формулаи  

1) ;13)( −= ttf    2) ;1)( 2 −= ttf   
дода шуда бошад, он гоњ суръати миёнаи њаракат дар порчаи 

]1,3;3[  ба чї баробар мешавад? 
326. Суръати лањзагии њаракати нуќтаи материалиро аз рўи ќонуни 

)(ts  - и додашудааш ёбед: 

а) ;35 += tS    б) 3,23 2 −= tS  

327. Суръати љисми аз рўи ќонуни 932 2 +−= ttS  
њаракаткунандаро дар лањзаи ваќти  
а) ;3=t    б) ;6=t   ёбед. 

328. Ќимати 
x
f

∆
∆ 

 - ро аз рўи додашудањои зерин њисоб кунед: 

а) ;005,0,3,1)( 0
2 =∆=−= xxxxf  б) 3

0( ) 2 , 1, 0,001;f x x x x= = ∆ =   

в) ;05,0,2,7)( 0 =∆−== xx
x

xf  г) .02,0,4,)( 0
3 =∆=+= xxxxxf  

1. Мафњуми суръати лањзагиро шарњ дињед.  
2. Ба њосилаи функсия дар нуќта таъриф дињед. 
3. Дар зери мафњуми функсияњои дифференсиронидашаванда 
ва дифференсиронии функсия чиро мефањмед? 

? 
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329. Аз алгоритми ёфтани њосилањо истифода бурда њосилаи 
функсияро ёбед: 

а) ;32)( 32 −+= xxxf   б) ;3)( 2 xxxf +=    в) ;51)( xxf +=  

г) 2( ) 2 3 ;f x x= −           д) ;94)( −= xxf      е) ;1)( 3 −= xxϕ   

ж) ;3)( x
x

x +=ϕ           з) ;)( 2xxx −=ϕ    и) ;3)( xxxg −=  к) 

.32)( 32 xxxxg +−=  
330. Аз љадвали пункти 36-37 истифода бурда ќимати њосилаи 

функсияњоро дар нуќтањои нишондодашуда ёбед: 
а) ?)11('),100('),,()( −−−+= ffconstbabaxxf  

б) ?)625('),4(')( −= ffxxf    в) ?)5('),3('1)( −−= ϕϕϕ
x

x  

г) ?)1('),6(')( 3 −−= ggxxg  

331. Графики функсияи 22 2 += xy  ва графики функсияи њосилаи 
онро ифодакунанда дар як њамвории координатї сохта 
шаванд. 

332. Агар а) ;)( 2xxf =  б) xxf =)(  бошад, он гоњ дар кадом 

ќиматњои х њосилаи функсияи )(xf  ба 2 баробар мешавад. 

333. Маълум, ки а) 3)( xxf =  ва б) 
x

xf 1)( =  аст. Дар кадом 

ќиматњои х баробарии )(3)(' xfxf =  љой дорад? 
334. Нишон дињед, ки њосилаи функсияњои  

а) ;17)( −= xxf    б) ;5)( 2xxf =    в) 21)( xxf −=  

дар тамоми );( +∞−∞  бефосилаанд. 
335. Оё функсияи  

а) 1)( += xxf  дар нуќтаи ;0=x  

б) xxxf −= 2)(  дар нуќтаи 0=x  ва .1=x  

дорои њосила мешавад ё не? 
Машќњо барои такрор 

336. Амалњоро иљро кунед: 

а) ( ) ( );32:3108 2 +−+ xxx  б) ( ) ( );42:4 24 +++ xxx  

в) ( ) ( );1:22 3235 −−−+ xxxx  г) ( ) ( ).13:393 23 +−−+ xxxx  
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337. Кадоме аз функсияњои зерин љуфт ва кадомаш тоќ аст: 

а) ;92 24 ++= xxy    б) ;23 xxy +=    

в) ;3 3
3 x

x
y +=    г) .24 xxy +=  

338. Ифодаро содда намуда ќимати ададиашро ёбед: 

а) ),2cos(
2

3sin απαπ
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  агар ;

4
1cos =α  

б) ,
2

cos
2

cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + απαπ

 агар 
6
1sin =α  бошад. 

339. Содда кунед: 

а) ;
2

cos
2

sin2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − απαπ

 б) .
)(sin

2
sin

2
sin)sin(2

22 παπα

απαπ

−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−

 

340. Суммаи шаст аъзои аввали пайдарпаии ададњои натуралии 
љуфтро ёбед. 

341. Муодиларо њал кунед: 

а) ;0652 23 =−−+ xxx   б) ( )( ) .5)3(2112 323 −+=+++ xxxxx  
342. Суммаи квадратњои сурат ва махраљи касри дуруст ба 25 

баробар аст. Касрро ёбед, агар суммаи он бо касри чаппааш 

ба 
12
25

 баробар бошад. 

343. Касри беохири даврии  
а) 0,444…;    б) 2,1051;   в)   -4(27);    г) 0,2727… 
- ро дар шакли касри оддї нависед. 

344. Оё муодилаи 0923 46 =++ xx  дар );( +∞−∞  реша дорад? 
 

§10. Ќоидањои асосии дифференсиронї 
38. Њосилаи сумма, зарб ва таќсими ду функсия. 

Дар ин пункт, ки аз се ќисм иборат аст, формулањои 
дифференсирониро барои ёфтани њосилаи суммаи алгебравї, зарб 
ва таќсими ду функсия њосил мекунем. Бо маќсади баёни мухтасари 
мавод ишорањои зеринро ќабул мекунем: 

,)(,)( 00 vxvuxu ==  '.)(',')(' 00 vxvuxu ==  
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Ќоидаи 1 (њосилаи сумма). Њосилаи сумма ба суммаи њосилањо 
баробар аст: 

( ) ' ' ' (1)u v u v+ = +  
Ин ќоидаи њосилаёбиро пурратар чунин њам баён мекунанд: 

агар њар яки аз функсияњои )(xu  ва )(xv  дар нуќтањои 0x  дорои 

њосила (дифференсиронидашаванда) бошанд, он гоњ vu +  низ дар 
ин нуќта дорои њосила (дифференсиронидашаванда) буда, илова 
бар он формулаи (1) љой дорад. 

Ишорати )()()( xvxuxf +=  - ро дохил намуда, исботро аз 
ёфтани афзоиши сумма оѓоз менамоем: 

vuxvxxvxuxxu
xvxuxxvxxuvu

∆+∆=−∆++−∆+=
=+−∆++∆+=+∆

)]()([)()(
)]()([)()()(

0000

0000
 

Аз ин љо 
x
v

x
u

x
vu

x
vu

∆
∆

+
∆
∆

=
∆

∆+∆
=

∆
+∆ )(

 мешавад. 

Ин ќадами амалиётамон ба пункти б)-и алгоритми ёфтани 
њосилањо мувофиќ меояд. 

Дар ќадами охирин дифференсиронидашавандагии 
функсияњои u ва v – ро дар нуќтаи 0х  ба назар гирифта (мувофиќи 

шарт ',' v
x
vu

x
u

→
∆
∆

→
∆
∆

 њангоми 0→∆x ), њосил мекунем, ки 

ифодаи 

x
v

x
u

x
f

∆
∆

+
∆
∆

=
∆
∆

 

ба '' vu +  майл мекунад. Пас тарафи чапи ифодаи охирин ба 

'')(' 0 vuxf +=  баробар мешавад ва аз он формулаи (1) бармеояд. 

Айнан њамин тавр, њосилаи фарќи ду функсия ёфта мешавад. 
Дар асоси гуфтањои боло барои ду функсияњои u ва v формулаи 

( ) ' ' 'u v u v± = ±                              (2) 
љой дорад. 

Формулањои (1) ва (2) барои миќдори шумораашон охирноки 
љамъшавандањо дуруст аст: 

( ... ) ' ' ' ... 'u v w u v w+ + + = + + +                    (3) 
Масалан, дар асоси формулањои болої њосилаи функсияи  

41)( 23 +−−+=
x

xxxxϕ  ба  
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3 2 3 2

2 2
2 2

1 1'( ) 4 ( ) ' ( ) ' ( ) ' (4) '

1 1 1 13 2 0 3 2
2 2

x x x x x x x
x x

x x x x
x xx x

ϕ
′ ′

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − + = + − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= + − − − + = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

баробар мешавад. 
Ќоидаи 2 (њосилаи зарб). Њосилаи зарби ду функсия ба њосили 

зарби њосилаи функсияи якум бар функсияи дуюм плюс њосили зарби 
њосилаи функсияи дуюм бар функсияи якум баробар аст: 

( ) ' ' 'u v u v uv⋅ = +                                          (4) 
Ќоидаи 2 – ро дар шакли тасдиќоти зерин њам баён кардан 

мумкин аст: агар функсияњои )(xu  ва )(xv  дар нуќтаи 0x  дорои 

њосила (дифференсиронидашаванда) бошанд, он гоњ зарбашон 
)(xFvu =⋅  дар њамин нуќта дорои њосила (яъне 

дифференсиронидашаванда) буда, илова бар он формулаи (4) љой 
дорад. 

Дурустии формулаи (4) – ро дар мисоли функсияњои 2)( xxu =  

ва x
x

xv −=
1)(  месанљем. Барои тарафи чап 

'
2 3 ' 21( ) ' ( ) 1 3u v x x x x x

x
⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ = ⋅ − = − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 ва барои тарафи рост 

'
2 2 2 2 21 1' ' ( ) ' 2 2 1 1 3u v v u x x x x x x x

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ = ⋅ − + − ⋅ = − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 - ро њосил 

мекунем. Муќоисаи ифодањои њосил кардаамон аз њаќќонияти 
формулаи (4) шањодат медињад. 

Акнун аз рўи алгоритми ёфтани њосилањо )'( vu ⋅  - ро ёфта, 
дурустии формулаи (4) – ро исбот мекунем: 

а) Афзоиши њосили зарби функсияњоро меёбем: 

vuuxvvxu
xvxuvuuxvvxuxvxu

xvxuvxvuxu
xvxuxxvxxuvu

∆⋅∆+∆⋅+∆=
=⋅−∆⋅∆+∆⋅+∆⋅+⋅=

=⋅−∆+⋅∆+=
=⋅−∆+⋅∆+=⋅∆

)()(
)()()()()()(

)()(])([])([
)()()()()(

00

000000

0000

0000

 

б) 0 0
( ) ( ) ( )u v u v vv x u x u

x x x x
∆ ⋅ ∆ ∆ ∆

= ⋅ + ⋅ + ∆ ⋅
∆ ∆ ∆ ∆

                (5) 
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в) Дифференсиронидашавандагии функсияњои u ва v дар 
нуќтаи 0x  (мувофиќи шарт) ба натиљањои зерин меоранд: 

њангоми 0, ',ux u
x

∆
∆ → →

∆
   ,'v

x
v

→
∆
∆

   0→∆u  

Дар ин љо њар яки аз се љамъшавандањои тарафи рости (5) 
њангоми 0→∆x  мувофиќан ба uvvu ','  ва 0 майл мекунанд. Бо 

ибораи дигар тарафи рост ба uvvu '' +  майл мекунад. Пас, тарафи 
чап њангоми 0→∆x  ба uvvuxF '')(' +=  баробар мешавад. дар 

баробарии охирин ба љои )(xF  ќиматаш vu ⋅  - ро гузошта, 
формулаи (4) – ро њосил мекунем. 

Агар дар (4) constcv ==  гирем ва аз 0)'( =c  будан истифода 
кунем (ниг. ба љадвали сањ. 167), он гоњ  

''0')'()'( ucucuucucuс ⋅=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅  
пайдо мешавад. 

Њамин тариќ, 
( ) ' 'с u c u⋅ = ⋅     (6) 

мешавад, ки он аз дурустии тасдиќоти зерин шањодат медињад: 
зарбшавандаи доимиро аз зери аломати њосила баровардан мумкин 
аст. 

Мисоли 1. Њосилаи функсияи )2()( 3 +⋅= xxxf  - ро меёбем. 
Њал. Дар асоси формулаи (4) ва баъдтар (2) њосил мекунем: 

3 3 3

2 3 2

2 2

'( ) ( 2 ( ) '( 2) ( 2) '

13 ( 2) 0 3 6
2 2

73 6 6 .
2 2

f x x x x x x x

xx x x x x
x x

xx x x x

′⎡ ⎤= ⋅ + = + + ⋅ + =⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Мисоли 2. Њангоми )1)(13()( 2 ++= xxxf  будан решањои 

муодилаи 0)(' =xf  - ро меёбем. 

Њал. Аз рўи формулаи (4) (дар ин љо ,13 2 += xu  1+= xv ). 

( ) ( ) ( )2 2 2'( ) 3 ( 1) 3 1 ( 1) ( 1) ' 3 1f x x x x x x x′ ′⎡ ⎤= + = + + + + +⎣ ⎦  - 

ро њосил мекунем. 
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Ќиматњои ( )′+13 2x  ва ( )′+1x  - ро аввал аз рўи ќоидаи 1 ва 
баъд аз рўи формулаи (6) меёбем. 

( ) ( ) ,6230)'(3)'1(313 222 xxxxx =⋅=+=+
′

=
′

+  

101)'1()'()'1( =+=+=+ xx  
Аз ин љо, 

22222 )13(169136)13(1)1(6)(' +=++=++=+⋅++= xxxxxxxxxf  

ва муодилаи 0)(' =xf  ба муодила 2(3 1) 0x + =  меорад, ки 
3
1

−=x  

решаи каратии он аст. 
Ќоидаи 3 (њосилаи каср). Њосилаи таќсими ду функсия ба 

касри махраљаш аз квадрати махраљи касри додашуда сураташ ба 
фарќе баробар аст, ки тарњшавандааш аз њосили зарби махраљ ба 
њосилаи сурат ва тарњкунандааш аз њосили зарби сурат бар њосилаи 
махраљ мебошад: 

2

' 'u u v v u
v v

′ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (7) 

Бо дигар ибора, агар функсияњои u ва v дар нуќтаи 0x  дорои 

њосила (яъне дифференсиронидашаванда) ва 0)( 0 ≠xv  бошад, он гоњ 

њосилаи таќсими онњо )(:)()( xvxux =φ  низ дар нуќтаи 0x  дорои 

њосила буда, илова бар он формулаи (7) љой дорад. 
Дурустии формулаи 

2

11
xx

−=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 - ро, ки пештар (§9) дар асоси таърифи њосила 

ёфта будем, бо ёрии формулаи (7) месанљем. Дар њаќиќат, агар 

1=и  ва xv =  гирем, он гоњ 222

11101)'()'1(1
xx

x
x

xx
x

−
⋅−⋅

=
⋅−⋅

=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

мешавад. 

Барои исботи (7) формулаи (4) – ро барои функсияњои u  ва 
v
1

 

тадбиќ намуда њосил мекунем: 
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u
vv

u
v

u
v
u

⋅
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11'1

 

Акнун 

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

v
1

 - ро меёбем: 

а). Афзоиши функсияи 
v
1

 намуди зеринро мегирад: 

;
])([)()()(

)()(
)(

1
)(

11

0000

00

00 vxvxv
v

xxvxv
xxvxv

xvxxvv ∆+⋅
∆−

=
∆+⋅
∆+−

=−
∆+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆  

б). ;
])([)(

1

00 vxvxv
x
v

x
v

∆+⋅
∆
∆

−
=

∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

 

в). Њангоми 0→∆x   'v
x
v

→
∆
∆

 (чун функсияи дар нуќтаи 0x  

дифференсиронидашаванда) ва 0→∆v  мешавад. 

Аз ин љо, ,'
)0(

1

2v
v

vv
v

x
v −=

+
−

→
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∆

         )8(,'1
2v

v
v

−=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  

ва 
22

'''1'11'
v

uvvuu
v
v

v
uu

vv
u

v
u −

=⋅−⋅=⋅
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

њосил мешавад. 
Агар дар њолати хусусї, constcu ==  гирем, он гоњ 

222

''0)'()'(
v
cv

v
vcv

v
cvvc

v
с

−=
⋅−⋅

=
⋅−⋅

=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 мешавад. 

Аз ин љо, формулаи 

2

'с cv
v v

′
⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (9) 

 - ро ва њангоми 1=с  будан формулаи (8) – ро њосил мекунем. 
Мисоли 3. Њосилаи функсияи  
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а) ;1)( 2x
xxf +=   б) ;)( 3xxxf −=   в) ;)12()( xxxf ⋅+=   

г)
1
4)( 2

3

+
−

=
x
xxf  - ро дар нуќтаи 4=x  меёбем. 

Њал. а) ( )
( ) ,212111)'(1)(' 3422

2

22 xx
x

x
x

x
x

x
xxf −=−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′
−+=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

.
32
31)4(',

32
31

32
132

32
11

64
21

4
21)4(' 3 ==

−
=−=−=−= ff  

Дар рафти њал аз љадвали п. 36-37 ва формулањои (1), (8) 
истифода бурда шуд. 

б) ,3
2

1)(',3
2

1)'()'()(' 223 x
x

xfx
x

xxxf −=−=−=   

;
4

191
4
192148

4
1163

22
143

42
1)4(' 2 −=

−
=−=⋅−

⋅
=⋅−=f  .

4
191)4(' −=f  

в) Барои ёфтани њосилаи функсияи xxxf ⋅+= )12()(  дар 
нуќтаи дилхоњи х аз формулањои (4), (1) ва (6) бо тартиби 
омадаашон истифода мебарем: 

'( ) [(2 1) ]' (2 1) ' ( ) ' (2 1) [(2 ) ' (1) ']
1 2 1 4 2 1 6 1 6 1(2 1) 2 , '( )

2 2 2 2 2

f x x x x x x x x x
x x x x xx x f x

x x x x x

= + ⋅ = + ⋅ + ⋅ + = + ⋅ +
+ + + + +

+ ⋅ + = + = = =
 

 
Акнун ќимати њосиларо дар нуќтаи матлуби 4 меёбем: 

,
4
25

22
124

42
146)4(' =

⋅
+

=
+⋅

=f   .
4
25:љавоб  

г) Азбаски 223 303)'4( xxx =−=−  аст, пас дар асоси ќоидаи 
3-юми дифференсиронї 

3 3 2 2 3

2 2 2

2 2 3 4 2 4 4 2

2 2 2 2 2 2

4 ( 4) ' ( 1) ( 1) ' ( 4)'( )
1 ( 1)

3 ( 1) 2 ( 4) 3 3 2 8 3 8
( 1) ( 1) ( 1)

x x x x xf x
x x

x x x x x x x x x x x
x x x

′
⎛ ⎞− − ⋅ + − + ⋅ −

= = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
⋅ + − − + − + + +

= = =
+ + +

 

ва аз ин љо 
289
336

17
3248256

)14(
48434)4(' 222

24

=
++

=
+

⋅+⋅+
=f  мешавад. 
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Мисоли 4. .
5

)(
2

+
=

x
xxf  Чунин ќиматњои х – ро меёбем, ки 

барояшон а) ,0)(' >xf  б) )5(,0)(' −≠< xxf  мешаванд. 
Њал. Аз рўи формулаи (7)  

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

( ) ' ( 5) ( 5) ' 2 ( 5) 1'( )
5 ( 5) ( 5)

2 10 10 .
( 5) ( 5)

x x x x x x x xf x
x x x

x x x x x
x x

′
⎛ ⎞ ⋅ + − + ⋅ ⋅ + − ⋅

= = = =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
+ − +

= =
+ +

 

Маълум, ки барои 5−≠x   0)5( 2 >+x  аст, пас аломати каср 
фаќат ба сурат вобаста аст. Аз рўи методи фосилањо нобаробарињои 

0
)5(

10
2

2

>
+
+

x
xx

 ва 0
)5(

10
2

2

<
+
+

x
xx

 

- ро, ки мувофиќан ба талаботњои а) ва б) –и шарти масъала 
мувофиќ меоянд, њал карда натиљањои зеринро њосил мекунем: 

а) барои ( ; 10) (0; ) '( ) 0;x f x∈ −∞ − ∪ +∞ >  

б) барои ;0)(')0;5()5;10( <−∪−−∈ xfx  
Мисоли 5. Аќалан формулаи як функсияеро менависем, ки 

барояш њосила ба а)  -9; б) ;52 +x  в) 
x2

11+  баробар бошад. 

Њал. Аз љадвали њосилањои сањ. 167 ва ќоидањои 
дифференсиронї истифода бурда, барои а) функсияи ,9x−  барои б) 

функсияи xx 52 +  ва барои в) функсияи xx +  - ро навиштан 
мумкин аст. 

 
345. Њосилаи функсияњои bax +  ва cbxax ++2  - ро њангоми  

а) ;2,1 == ba  б) ;1,1 −== ba   

1. Кадом ќоидањои асосии дифференсиронии функсияњоро 
медонед? 

2. Дар асосї ќоидањои 1-3 кадом формулањои 
дифференсирониро дар нуќта њосил кардан мумкин аст? 

3. Оё ќоидањои 1 ва 2 барои шумораи охирноки функсияњо 
(аз ду зиёд) љой доранд? 

4. Оё формулаи (7) – ро ба ёрии ќоидаи 2 њосил намудан 
мумкин аст? 

? 
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в) ;2,1 −=−= ba  г) ;1,0 == ca  
будан ёбед. 

346. Њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;23 xx +        б) ;23 xx −         в) ;113 +x     г) ;17 2x+−  

д) ;942 +− xx  е) ;362 −+ xx   ж) ;23 xx +   з) ;123 ++ xx  

и) ;1
x

x +          к) ;13

x
x +          л) ;1 xx

x
+−  м) .32 +− xx  

347. )1('f  ва )9('f  - ро барои функсияњои зерин ёбед: 

а) ;82)( 2 +−= xxxf   б) ;8)( 3 −= xxf   в) ;)( 2 xxxf −=   

г) ;6)( 3 xxxf +=        д) ;1)(
x

xxf −=  е) ;1)( 2x
x

xf −=   

ж) ;31)( ++=
x

xxf  з) ;1)( 3

x
xxf +=  

348. Агар 

а) ;13)( 2xxxf −+=  б) ;17)( 23 +−−= xxxxf   

в) ;5)( 23 −−= xxxf  г) ;85)( 2 −+= xxxf   

д) ;2)( 3 xxxf −=  е) 312)( 23 −−+= xxxxf  

бошад, он гоњ решањои муодилаи 0)(' =xf  - ро ёбед. 
349. Њосилаи функсияњоро ёбед: 

а) );)(( 33 xxxx +−   б) ;)11( xx +   

в) );1(3 +⋅ xx    г) ).1)(1( 2 −+ xx  
350. Агар  

а) );2)(1()( 3 xxxf −−=  б) ;)1()( xxxf +=  

в) );1()1()( 2 +⋅−= xxxf  г) ,6)( += xxf  

бошад, он гоњ )1('f  - ро ёбед: 
351. Њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;
3
52

+
+

x
x

 б) ;
12

35
+

−
x

x
 в) .

103
2
−x
x

 

352. Њосилаи функсияи 

а) ;
1

532

+
−+

x
xx

 б) ;
12 +x

x
 в) 

12 −x
x

 г) 
x

x 42 −
 - ро ёбед. 
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353. Агар 

а) ;
1
1)( 2

2

+
−

=
x
xxf  б) ;

13
2)(

2

−
=

x
xxf  в) 

1( ) ;xf x
x
−

=   

г) 
x

xxf 1)( +
=  бошад, он гоњ )2('f  - ро ёбед. 

354. Барои кадом ќиматњои х њосилаи функсияи 
1
12)(

+
−

=
x
xxf  ба 3 

баробар мешавад? 
355. Муодилаи 2'( ) 3 17f x x= +  - ро њангоми )65)(1()( 2 +−−= xxxxf  

будан њал кунед. 
356. Барои кадом ќиматњои х њосилаи функсияи  

а) 3( ) 3 9 ;f x x x= −  б) ( ) (2 1)( 5);f x x x= − −  в) 
x
xxf

31
31)(

2

−
−

=  

ќиматњои мусбат мегирад? 
357. Барои кадом ќиматњои х њосилаи функсияи 

а) ;11287)( 2 +−= xxxf   б) ;)1()( xxxf ⋅−=   в) 
x

xxf
31

3)(
2

−
=   

ќиматњои манфї мегирад? 
358. Аќалан формулаи як функсияеро нависед, ки барояшон њосила 

ба  

а) 3;    б) ;23 +x     в) ;23 2 −x      г) .25 2x
−  

баробар аст. 
 

Машќњо барои такрор 
359. Њисоб кунед: 

8,05,2125,0:
16
5

25
7:364,0 ⋅++  

360. Ќимати ададии ифодаи 32 bab +  - ро њагоми 7,10=a  ва 

7,0−=b  будан ёбед. 
361. Муодиларо њал кунед: 

а) ;46)2(3)43( 2 =−++ xx  б) ;1)2(2)5,11(2 2 =−+− xx  

в) ;4
2
2

2

2

=
−
+

−
− x

x
x
x

 г) .1
6)6(

12
2 =

+
+

+ x
x

x
 

362. Системаи муодилањоро њал кунед: 
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а) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

;
4
511

,
2
311

22 yx

yx  б) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

=+

;
3
411

,
3
111

22 yx

yx  

363. Координатањои ќуллаи параболаро ёбед: 

а) ;15102 +−= xxy  б) .352 2 +−= xxy  
364. Аъзои якум ва фарќи прогрессияи арифметикиро њангоми 

357 −=S  ва 168042 −=S  будан, ёбед. 

365. Аз фурудгоњ дар як ваќт ба самти муайяншуда, ки масофааш 
1600 км аст, ду њавопаймо парвоз мекунанд. Суръати 
њавопаймои якум назар ба дуюм 80 км/с зиёд мебошад, 
бинобар ин вай ба љои муайяншуда як соат пештар омада 
мерасад. Суръати парвози њавопаймоњоро муайян кунед. 

366. Нишон дињед, ки функсияи 

а) ;72 += xy  б) xxy 105 2 −=  дар тамоми );( +∞−∞  
бефосила аст. 

 
§II. Њосилаи функсияи дараљагї ва мураккаб 

39. Њосилаи функсияи дараљагї. 

Бигузор функсияи дараљагии ,)( nxxf =  ки п – адади бутуни 
дилхоњ аст, дода шуда бошад. Маълум, ки он барои п – њои мусбат 
дорои соњаи муайянии +∞<<∞− x  ва барои п – њои манфї дорои 
соњаи муайянии 0≠x  мешавад. 

Нишон медињем, ки барои п-и бутуни дилхоњ ва х – и дилхоњ 
( 0≠x  њангоми 1≤n  будан) формулаи  

1( ) 'n nx n x −= ⋅      (1) 
љой дорад. 

Дар п. 36-37 мо нишон дода будем, ки ,2)'( 2 xx =  23 3)'( xx =  
мешаванд. Аз формулаи њосилаи зарб (п.38) 

,4313)'()'()'()'( 333323334 xxxxxxxxxxxxx =+=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅=  
5 4 4 4 3 4 4 4 4( ) ' ( ) ' ( ) ' ( ) ' 4 1 4 5 .x x x x x x x x x x x x x= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =  

Баробарињоро дар намуди  

,2)'( 122 −⋅= xx  ,3)'( 133 −⋅= xx  ,4)'( 144 −⋅= xx  155 5)'( −⋅= xx  њам 
ифода кардан мумкин аст. Ин бошад шањодати дурустии формулаи 
(1) барои 5,4,3,2=n  ва ѓайра аст. 
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Акнун фарз мекунем, ки формулаи (1) њангоми kn =  будан 
дуруст аст, яъне 

1)( −⋅= kk xkx  

Нишон медињем, ки (1) барои 1+= kn  низ љой дорад. 
Дар њаќиќат, 

.)1()1(
1)'()'()'()'(

1)1(

11

−+

−+

⋅+=⋅+=+⋅=

=⋅+⋅⋅=⋅+⋅=⋅=
kkkk

kkkkkk

xkxkxxk
xxxkxxxxxxx

 

Инак, агар формулаи (1) барои 5=n  дуруст бошад, он гоњ 
вай барои 6=n  низ дуруст мешавад. Пас формулаи (1) барои 
ададњои пай дар пай пасояндаи 10 (яъне 11, 12, 13,…) то ададиди 
дилхоњи натуралии п дуруст мондан мегирад. 

Ќайд мекунем, ки њангоми 0≠x  ва 0=n  ё 1=n  будан 
формулаи (1) низ дуруст аст, чунки 

,01000)'( 1100 =⋅=⋅=⋅= −−

x
xxx  11111)'( 0111 =⋅=⋅=⋅= − xxx   

ва инњо ба ќиматњои маълуми њосилањои функсияњои 1 ва х 
мувофиќ меоянд. 

Фарз мекунем, ки Nmmn ∈−= ,  (яъне п – адади бутуни 

манфї) мебошад. Он гоњ, аз рўи формулаи (8)-и §10 њосил мекунем: 

.)(
)(
)'(1)'()'(

111

21
2

1

2

'

−−−−−

−−
−

−

=⋅−=⋅−=

=⋅−=−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

nmm

mm
m

m

m

m

m
mn

nxxmxm

xm
x

mx
x
x

x
xx

 

Њамин тариќ, барои ќиматњои бутуни манфии п формулаи (1) 
дуруст аст. Дурустии (1) барои њар гуна адади бутуни п нишон дода 
шуд. 

Акнун њосилаи функсияњои 

а) ;3)( 9−⋅= xxf  б) .72)( 3
11

x
xxf −= - ро њангоми 

0≠x  будан, меёбем. 

Њал. а) .2727)9(3)(3)'3()(' 10
101999

x
xxxxxf −=−=−⋅=⋅=⋅= −−−−−  

б) =⋅−⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= − )'(7)'(27)'2(72)(' 311

'

3
11

'

3
11 xx

x
x

x
xxf  

.21222122)3(7112 4
1041013111

x
xxxxx +=⋅+=−⋅−⋅⋅= −−−−  
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Нињоят ќайд мекунем, ки формулаи (1) њангоми п – адади 
дилхоњи ратсионалї ва ирратсионалиро ифода кардан низ љой 

дорад. Масалан, њосилаи 2
1

x  ба 

xx
xxxx

2
1

2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
11

2
1'

2
1

=====⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−
 

.!
2

1)'( ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
x

x  

Њосилаи 32 +x  бошад ( ) 122 2)'3(')'3( −⋅=+=+ xxx x  
мешавад. 

 
40. Дифференсиронидашавандагии  

функсияњои ратсионалї ва касрї–ратсионалї. 
Тасдиќоти зерин љой дорад: функсияњои ратсионалии бутун 

(бисёраъзогињо) ва касрї-ратсионалї дар нуќтаи дилхоњи соњаи 
муайяниашон дифференсиронидашавандаанд. 

Ба сифати мисол њосилаи функсияњои 

б) ,13945)( 234 −+−+= xxxxxf  г) 
1

19)( 2

26

+
−+

=
x

xxxf  

-ро дар нуќтањои дилхоњи тааллуќи );( +∞−∞  меёбем. 
в) Ќоидаи 1 ва натиљаи ќоидаи 2-и дифференсиронї (§10) 

имконият медињад, ки 

0)'(9)'(4)'(5)'(
)'13()'9()'4()'5()'()'13945()('

234

234234

−+−+=

=−+−+=−+−+=

xxxx
xxxxxxxxxf

 
ро њосил мекунем. Дар асоси формулаи (1) 

98154)(' 23 +−+= xxxxf  мешавад. 

г) Барои );( +∞−∞∈∀x  дар асоси ќоидањои 3,1 ва натиљаи 
ќоидаи 2 (§10), тадбиќи бевоситаи формулаи (1) (§11) њосил 
мекунем: 
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'6 2 6 2 2 2 6 2

2 2 2

6 2 2 2 6 2

2 2

5 2 6 2 7 5

2 2 2 2

9 1 ( 9 1) ' ( 1) ( 1) ' ( 9 1)'( )
1 ( 1)

( ) ' (9 ) ' (1) ' ( 1) ( ) (1) ' ( 9 1)
( 1)

(6 18 )( 1) 2 ( 9 1) 4 6 20 .
( 1) ( 1)

x x x x x x x xf x
x x

x x x x x x
x

x x x x x x x x x
x x

⎛ ⎞+ − + − ⋅ + − + ⋅ + −
= = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − ⋅ + − + ⋅ + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
+

+ + − + − + +
= =

+ +

 

41. Мафњуми функсияи мураккаб ва њосилаи он. Маводи ин 
пунктро ба ду ќисм људо намуда, ќисми аввалашро ба шарњи 
мафњуми функсияи мураккаб ва дигарашро ба ёфтани њосилаи он 
мебахшем. 

41.1. Функсияи мураккаб. Мисоли зеринро муоина мекунем. 
Фарз менамоем, ки функсия бо формулаи 

24)( xxFy −==  
дода шуда бошад. Масъалаи аз рўи ќимати маълуми х ёфтани 
ќимати мувофиќи у –и функсияи )(xF  - ро мегузорем. Барои ин 

ишорати 24)( xxfu −==  - ро дохил карда функсияро ба намуди 

uy =  менависем. Ин имконият медињад, ки аз рўи ќимати 

маълуми х аввал ќимати 24)( xxfu −==  - ро, сипас 

uugy == )(  -ро ёбем. Аз муњокимаронии боло чунин бармеояд, 

ки функсияи f  ба адади х адади и – ро ва функсияи g  ба адади и 
адади у – ро мувофиќ мегузорад. Дар ин њолат F – ро функсияи 
мураккаби аз функсияњои f  ва g  ташкилёфта номида, ба шакли 

( ) [ ( )]F x g f x=      (1) 
менависанд. Бо ибораи дигар, функсияњои мураккабро функсия аз 

функсия њам меноманд. Дар мисоли гирифтаамон 24)( xxf −=  
аргументи мобайниро ифода мекунад. 

Њамин тариќ, агар х нуќтаи дилхоњи соњаи муайянии функсияи 
мураккаби (1) бошад, он гоњ барои њисоб кардани ќимати )(xF  аз 

рўи дастури болої амал карда, аввалаш ќимати и –и функсияи f  -ро 

ва баъдан ќимати )(ug  -ро меёбанд. 
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Соњаи муайянии функсияи мураккаби (1) маљмўи њамон х-њои 

соњаи муайяниаш f  мебошад, ки барояш )(xf  ба соњаи муайянии 

g  дохил мешавад. 

Ба мисоли гирифтаамон баргашта, ќайд мекунем, ки соњаи 

муайянии 24)( xxfu −==  тамоми );( +∞−∞  мешавад. Аммо 

uug =)(  барои и – њои ѓайриманфї маъно дорад, пас соњаи 

муайянии функсияи мураккаб ]2;2[2,04,0 2 −∈≤≥−≥ xxxu ё  

аст. 

Агар 21 uy −=  ва 
1

3
−

=
x

u  бошад, он гоњ соњаи муайянии 

у маљмуи ќиматњои нобаробарии 01 2 ≥− u  - ро ќаноаткунанда 

мебошад, ки аз он 1≤u  њосил мешавад. 
1

3
−

=
x

u  буданашро ба 

назар гирифта, нобаробарии 1
1

3
≤

−x
 - ро њосил мекунем, ки 

њаллаш 

,1
3

11,1
1

31 ≥
−

≥−≤
−

≤−
x

x
 ,313 ≥−≥− x  42 ≥≥− x   

ба );4[]2;( +∞∪−∞∈x  меорад. Яъне, соњаи муайянии функсияи 

мураккаби 

2

1
31 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

x
y  аз нимфосилаи ]2;(−∞  ва нимпорчаи 

);4[ +∞  иборат аст. 

Баъзан муайян кардани функсияи мураккаби )]([ xψϕ  ва ё 

)]([ xϕψ  аз руи xx 3)( =ϕ  ва 2)( 4 += xxψ  талаб карда мешавад. 

Дар ин њолат 23)(3)]([ 4 +== xxx ψψϕ  ва 

( ) 281232)]([)]([ 244 +=+=+= xxxx ϕϕψ  мешавад. 
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41.2. Њосилаи функсияи мураккаб. 

1°. Ёфтани њосилаи функсияи 2)38( −= xy  њељ душворие 
надорад. Кифоя аст, ки ќавсро кушода онро ба шакли бисёраъзогї 
(онњо бошанд дар асоси тасдиќоти п. 40 дар );( +∞−∞∈∀x  дорои 
њосилаанд) биёрем: 

.94864)38( 22 +−=− xxx  
Аз ин љо, 

48128)'94864(]')38[(' 22 −=+−=−= xxxy  
мешавад. 

Вале тадбиќи ин схемаи амалиёт, масалан, барои 
100)42( −= xy  (гарчанде ба ёфтани њосилаи бисёраъзогї биёрад 

њам) кори пурмашшаќат буда, мењнати зиёдеро талаб мекунад. 
Аз ин рў, роњи дигари њалли масъаларо, ки ба ќоидаи ёфтани 

њосилаи функсияи мураккаб оварда мерасонад, пешнињод мекунем. 

Агар, функсияи 2)38( −= xy  - ро дар намуди ,2uy =  ки 

38 −= xu  аст, нависем, он гоњ њосилаи њар кадомашро бо осонї 
ёфта метавонем: 

.8)(',2)(' == xuuuy  

Маълум, ки )(' uy  чанд маротиба тезтар таѓйирёбии у- ро 

нисбат ба )(, xuu  чанд маротиба таѓйирёбии и –ро нисбат ба х (ниг. 
ба ќисми охирини эзоњ дар п. 36-37) ифода мекунанд. 

Агар у нисбат ба '( )uy u  маротиба ва и нисбат ба '( )xu x  

маротиба тезтар таѓйир ёбад, он гоњ у нисбат ба '( ) '( )xy u u x⋅  
маротиба тезтар таѓйир меёбад. Аз ин љо, формулаи 

)2()(')(')(' xuuyxy ⋅=  
-ро њосил мекунем, ки бо ёрии он бе машаќќати зиёд 

48128)38(1682)'38()'()(' 2 −=−=⋅=−⋅= xxuxuxy  
ёфт мешавад. Натиљаи охирин ба љавоби дар аввали пункт 
њосилшуда монанд аст. Муќоисаи бевоситаи ду тарзи болоии 
ёфтани њосила аз бартарии тарзи охирин шањодат медињад. 

Айнан њамин тавр, њосилаи 3)74( −= xy  )74,( 3 −== xuuy  
-ро меёбем: 

/558672192)495616(12
)74(121243)'74()'()('

22

2223

+−=+−=

=−==⋅=−⋅=

xxxx
xuuxuxy
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2°. Тасдиќоти зеринро исбот мекунем: агар функсияи f  дар 

нуќтаи 0x  ва функсияи g  дар нуќтаи )( 00 xfu =  њосила дошта 

бошад, он гоњ функсияи мураккаби (1) низ дар нуќтаи 0x  дорои 

њосила шуда, илова бар он 

0 0 0'( ) '[ ( )] '( ) (3)F x g f x f x= ⋅  

аст. 

Нисбати 
x
F

∆
∆

 - ро )0( ≠∆x  њангоми 0→∆x  дида мебароем. 

Ишорати )4()()( 00 fxfxxfu ∆=−∆+=∆  

-ро дохил карда 

guguug
xfgxxfgxFxxFF

∆=−∆+=
=−∆+=−∆+=∆

)()(
)]([)]([)()(

00

0000
 

-ро њосил мекунем. 
Азбаски f  дар нуќтаи 0x  дорои њосила аст, пас њангоми 

0→∆x  низ 0→∆и  (ниг. ба (4)). Давоми исботро барои њамон f  - 

њое иљро менамоем, ки дар атрофи нуќтаи 0x  иљрои шарти 0≠∆f  - 

ро таъмин менамоянд. 
Пас, њангоми 0→∆x  

),(')(' 00 xfxg
x
f

u
g

x
u

u
F

x
f

⋅→
∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆

⋅
∆
∆

=
∆
∆

 

чунки њангоми 0→∆x  )(' 0xf
x
f

→
∆
∆

 ва (чї хеле дар боло ќайд 

кардем, аз 0→∆x  шарти 0→∆и  мебарояд) 

0'( ).g g u
u

∆
→

∆
 

Мисоли 1. Њосилаи функсияњои зеринро меёбем: 

а) 42 )19( −= xy  ва б) .935 23 −+−= xxxy  

Њал. а) Функсияи 42 )19( −= xy  - ро ба намуди функсияи 

мураккаб бо ёрии 19,)( 24 −== xuuug  ифода карда, 
34 4)'()(' uuug ==  ва xxxxu 18029)'19()(' 2 =−⋅=−=  - ро њосил 

менамоем. 
Аз ин љо, 
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[ ] .)19(7218)19(4184)19()(' 32323'42 −⋅=⋅−=⋅=−= xxxxxuxxy  

б) азбаски ,)( uug =  935 23 −+−= xxxu  аст, пас 

( )'
3 2 2

2 2

3 2 3 2

1'( ) '( ) '( ) (5 3 9) (15 6 1)
2

15 6 1 15 6 1, '( ) ,
2 5 3 9 2 5 3 9

y x g u u x u x x x x x
u

x x x xy x
x x x x x x

= ⋅ = ⋅ − + − = ⋅ − + =

− + − +
= =

− + − − + −

 

 
мешавад. 

Натиљаи 1. Агар функсияи мураккаб дар шакли 
),( baxfy +=  ки k  ва b  ададњои њаќиќї ва bkxu +=  аст, дода 

шуда бошад, он гоњ 
' '( ) '( ) (5)y k f u k f kx b= ⋅ = ⋅ +  

мешавад. 
Натиљаи 2. Агар функсияи мураккаб дар шакли 

),( 2 cbxaxfy ++=  ки cba ,, -ададњои њаќиќї ва ,2 cbxaxu ++=  
дода шуда бошад, он гоњ 

2' (2 ) '( ) (2 ) '( ) (6)y ax b f u ax b f ax bx c= + ⋅ = + ⋅ + +  
мешавад. 

Мисоли 2. Њосилаи функсияи 
+

=
+ +

3

2 2

(2 1)

( 1)

x
y

x x
 -ро меёбем. 

Њал. Аз ќоидаи дифференсиронии каср ва натиљањои 1 ва 2 
њосил мекунем: 

' '' 3 2 2 2 2 33

22 2 2 2

2 2 2 2 3

2 4

(2 1) ( 1) ( 1) (2 1)(2 1)'
( 1) ( 1)

2 3(2 1) ( 1) 2( 1) (2 1) (2 1)
( 1)

x x x x x xxy
x x x x

x x x x x x x
x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅ + + − + + ⋅ +⎡ ⎤+ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =⎢ ⎥+ + ⎡ ⎤⎣ ⎦ + +⎣ ⎦
⋅ + ⋅ + + − + + ⋅ + ⋅ +

= =
+ +

 
2 2 2 2 4 2 2

2 4 2 3

6(2 1) ( 1) 2( 1) (2 1) 2( 2)(2 1) .
( 1) ( 1)

x x x x x x x x x
x x x x

+ ⋅ + + − + + ⋅ + + − +
= = −

+ + + +
 

Мисоли 3. Њосилаи функсияи 353)( xxf +=  - ро меёбем. 
Њал. Функсияро дар шакли функсияи мураккаби 

)]([)( xfgxF =  мегирем, он гоњ ,)( uug =  353)( xxu +=  
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мешавад. Азбаски 
u

ug
2

1)(' =  ва 215' xu =  аст, пас 

3

2
2

532
1515

2
1)('

x
xx

u
xy

+
=⋅=  мешавад. 

 
367. Њосилаи функсияњоро ёбед: 

а) ;5x  б) ;11x  в) ;13x  г) ;103x  д) ;1+nx  е) ;2−x  ж) ;4−x  

з) ;7−x  и) ;15−x  к) ;1+−nx  л) ;5
3

x  м) ;31+x  и) .45−x  

368. Ќимати њосилаи функсияњоро дар нуќтањои додашуда ёбед: 

а) ;2,1)( 06 == x
x

xf  б) ;3,92)( 0
4 =−+= xxxxf  

в) ;3,2)( 0
33 =++= − xxxxf  г) 11 21

0( ) 2 2 , 1.f x x x x x= − + =  

369. Барои кадом ќиматњои х њосилаи функсияи )(xf  ба нул 
баробар мешавад: 

а) ;12)( 3 xxxf −=    б) ;1
3
1)( 3

x
xxf +=   

в) ;5)( 2 += xxf   г) ;9)( 34 +−= xxxf   

д) ;114)( 4 −+= xxxf   е) ?112)( 24 −−= xxxf  
370. Аз ќоидаи дифференсиронї ва њосилаи функсияи дараљагї 

истифода бурда )(' xf  - ро ёбед: 

а) );1()( 29 xxxf +⋅=   б) );1()1()( 274 −⋅++= xxxxf  

в) ;1)( 6

3
5

x
xxxf +

−=   г) ;
41

3)( 4
2

3

x
x
xxxf −

+
−

=  

1. Формулаи њосилаи функсияи дараљагиро барои дараљаи 
бутун нависед. Мисолњо оред. 

2. Оё функсияњои ратсионалї ва касрї-ратсионалї дар нуќтањои 
соњаи муайяниашон дорои њосила шуда метавонанд? Мисолњо 
оред. 

3. Функсияи мураккаб аз дигар функсияњо бо кадом 
нишонањо фарќ мекунад? Мисолњо оварда аргументи 
мобайниро нишон дињед. 

4. Формулаи њосилаи функсияи мураккабро нависед. 
5. Натиљањои 1 ва 2 њосилаи кадом функсияњоро ифода 
мекунанд? 

? 
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д) ;
4

1)( 2

24

+
++

=
x

xxxf   е) ).142)(1()( 39 +−−= xxxxf  

371. Формулаи аќалан як функсияеро нависед, ки њосилааш ба 

а) ;43 2 +x  б) ;345 59 xxx −+  в) ;23
2 +−

x
 г) 3

13
x

x −  баробар 

бошад. 
372. Аз рўи функсияи мураккаби )]([)( xfgxF =  функсияњои )(ug  

ва )(xfu = -ро муайян намоед: 

а) ;cos1)( xxF −=      е) ;
2

3arcsin)( −
=

xxF  

б) ;)3sin2()( 2+= xxF     ж) ;)71()( 9xxF +=  

в) ;
4

3sin)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πxxF     з) ;sin)( xxF =  

г) ;2)(
x

tgxF =      и) ( );3)( 2 +−= xxctgxF  

д) ;)113()( 5−= xxF      к) ( ) .cos1)( 3xxF +=  

373. Аз рўи функсияњои ,2)( xxf =  1)( 2 += xxg  ва 
x

xh 1)( =  

функсияњои зеринро бо ёрии формулањо нависед: 
а) )];([ xgf  б) )];([ xfg  в) )];([ xhf  

г) )];([ xfh  д) )];([ xhg  е) )].([ xgh  
374. Соњаи муайянии функсияи мураккабро ёбед: 

а) ;41 2xy −=      б) ;16,02 −= xy      в) ;25 2xy −=   

г) ;
1

2
−

=
x

y        д) ;
2
1cos −= xy       е) ;14 ctgxy −=   

ж) ;2sin
2
2 xy −=          з) ;

3
sin

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

πxy   

и) ;21
x

y −=                       к) .
2

1
2 −

=
x

y  

375. Њосилаи функсияро ёбед (№375-377): 
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а) ;)11( 21x+  б) ;)239( 4−+x  в) ;)11,0( 10−−x  г) ;2,3+x  

д) ;29 x−  е) ;913 −x  ж) ;13
2

+
x

 з) ;)( nbax +  

и) .)( nbax −+  

376. а) ;275 2 −x  б) ;61102 −+ xx  в) ;11 2 ++− xx  

г) ;58 3 +x  д) ;225,0 34 xx ++  е) .cbxaxk ++  

377. а) ;)11()310( 32 +−− xx  б) ;)13()52( 74 −−+ xx  

в) ;)1173( 542 ++ xx  г) ;)3( 1032 −x  д) ;
)1(
)11(
3

22

x
x

−
+

 е) .
)1(
)7(
22

33

−
−

x
x

 

Машќњо барои такрор 
378. Касрро ихтисор кунед: 

а) ;
13175
2652

23

23

−+−
++−

aaa
aaa

 б) .
22

242
23

234

−+−
++++

aaa
aaaa

 

379. Нобаробарињоро њал кунед: 

а) ;0)98)(43( 2424 >−+−− xxxx   

б) .0)1892)(55( 2323 <−−++−− xxxxxx  
380. Нишон дињед, ки ќимати ифодаи  

αααα

ααπαπ

2

2

coscossin2cos

1cos)sin(
2

sin2

−⋅+

−+−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

аз  α вобастагї надорад. 
381. Дар секунљаи баробарпањлў яке аз кунљњои назди асос ба 52° 

баробар аст. Кунљњои боќимондаи секунљаро муайян кунед. 
382. nb  ва nS  - и прогрессияи геометриро аз рўи додашудањои зерин 

ёбед: 
а) ;4,5,11 === nqb  б) .5,3,11 =−== nqb  

383. Системаи муодилањоро њал кунед: 

а) 
⎩
⎨
⎧

=++
=−+

;332
,723

xyyx
xyyx

 б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

;2032
,2832

22

22

xyyx
xyyx

 

384. Дар мусобиќаи байналхалќии шоњмотбозон, ки соли 1896 дар 
Будапешт созмон ёфта буд, шоњмотбози машњури рус 
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Чигорин ѓолиб омад. Иштирокчиёни мусобиќа бо якдигар як 
маротибагї бозї карданд. Агар 78 бозї гузаронида шуда 
бошад, дар мусобиќа чанд шоњмотбоз иштирок карда буд? 

385. Њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;92 5х
х +   б) ( )( );133 −+ хх   в) ;

21
13
2

5

х
x
+

−
  г) 

х
х 56 − ;  

д) ( )( )71 2 ++ хх ;  е) .
4

х
xx +

 

386. Оё њосилаи функсияи хху += 5  дар нуќтаи 00 =х  вуљуд 

дорад? 
 

§ 12. Њосилаи функсияњои тригонометрї 
Љадвали њосилаи функсияњо 
42. Њосилаи функсияи y=sinx. 

Исбот мекунем, ки функсияи xsin  дар нуќтаи дилхоњ њосила дорад. 
Он бо формулаи  

( ) xx cos'sin =          (1) 
ёфта мешавад. 

Дар асоси формулаи фарќи синусњо њосил мекунем: 

( )0 0 0sin sin sin 2cos sin .
2 2
x xx x x x x ∆ ∆⎛ ⎞∆ = + ∆ − = + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Нисбати 
sin x

x
∆

∆
 намуди зеринро 

мегирад: 

0

sinsin 22cos
2

x
x xx

x x

∆
∆ ∆⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠

 ё 

2

2
sin

2
cos 0 x

x
xx

x
f

∆

∆

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+=
∆
∆  

Дар навбати аввал нишон медињем, ки њангоми 0→∆x  

нисбати 1

2

2
sin

→
∆

∆

x

x
 

Расми 59
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Бо ин маќсад дар давраи воњидї нуќтањои А ва В – ро чунон 

мегирем, ки камонњои якхелаи AP0  ва BP0  дарозиаш ба 
2
x∆

 

баробар бошанд. Ниг. ба расми 59. Он гоњ дарозии камони 
∪

АВ  ба 

х∆  ва дарозии хордаи АВ ба 
2

sin2 x∆
 баробар мешавад. Барои 

х∆ -њои хеле хурд дарозии хорда аз дарозии камони 
∪

АВ  фарќ 

намекунад: AB AB
∪

= . 
Пас, њангоми 0→∆x  

1

2

2
sin

2

2
sin

→
∆

∆

=
∆

∆

=∪ x

x

x

x

AB

AB  

Акнун бо ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
2

cos 0
xx  машѓул мешавем. Азбаски функсияи 

xcos  дар тамоми ( )∞+∞− ;  бефосила аст, пас њангоми 0→∆x  

кардан 00 cos
2

cos xxx →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+ .  

Аз ин љо, њангоми 0→∆x   

( ) 000 coscos1cos2
sinsin xxxx

x

x

x
x

=⋅→∆+⋅
∆

∆

=
∆

∆  мешавад. Ифодаи 

0cossin x
x

x
→

∆
∆

 њангоми 0→∆x  ё x
x

x
x

cossinlim
0

=
∆

∆
→∆

 аз дурустии 

формулаи (1) шањодат медињад. 
Акнун аз формулаи функсияи мураккаб истифода бурда, 

њосилаи ( )bax +sin -ро меёбем: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )baxauaaubaxubax +=⋅=+⋅⋅=+⋅=+ coscos01cos''sinsin  

( )[ ] ( )baxabax +=+ cossin      (2) 

43. Њосилаи функсияи cosx, tgx ва ctgx. 
Исбот мекунем, ки функсияњои ctgxваtgxx,cos  дар 

нуќтањои соњаи муайяниашон дорои њосила буда, барояшон 
формулањои зерин љой доранд: 
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( ) xx sin'cos −=     (3) 

( )
x

tgx 2cos
1'=      (4) 

( )
x

ctgx 2sin
1' −=     (5) 

а) Барои исботи формулаи (3) аз баробарињои  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xx

2
sincos π

 ва ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xx

2
cossin π

 

(ниг. ба китоби «Алебра» - и с.9, §12, боби IV), истифода мебарем: 

.sin
2

cos)10(
2

cos

22
cos

2
sin)'(cos

''

xxx

xxxx

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ππ

πππ

 

Дар рафти исбот аз ќоидаи ёфтани њосилаи функсияи мураккаб 
низ истифода бурдем. 

б) Њаќќонияти формулањои (4) ва (5) бо ёрии баробарињои  

,
cos
sin

x
xtgx =  

x
xctgx

sin
cos

=  

ва истифодаи ќоидаи 3-и дифференсиронї (ниг. ба 38) нишон дода 
мешавад. 

Дар њаќиќат, 

xx
xx

x
xxxx

x
xxxx

x
xtgx

22

22

2

2

'

cos
1

cos
sincos

cos
sinsincoscos

cos
sin)'(coscos)'(sin

cos
sin)'(

=
+

=
⋅+⋅

=

=
⋅−⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

 

ва 
'

2

2 2

2 2 2

cos (cos ) ' sin (sin ) ' cos( ) '
sin sin

sin sin cos cos sin cos 1
sin sin sin

x x x x xctgx
x x

x x x x x x
x x x

⋅ − ⋅⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⋅ − ⋅ +
= = − = −

 

мешавад. 
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Мисоли 1. Њосилаи функсияи 
x

xy
sin

cos1−
=  - ро меёбем. 

Њал: 

2

2

2 2

2 2

'1 cos (1 cos ) ' sin (sin ) ' (1 cos )'
sin sin

(0 sin )sin cos (1 cos )
sin

sin cos cos 1 cos .
sin sin sin

x x x x xy
x x

x x x x
x

x x x x y
x x x

− − ⋅ − ⋅ −⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
+ − −

= =

+ − −
= = =

 

Мисоли 2. Њангоми xxxf 2sin)( =  будан, ќимати 
2)()(' ++ xfxf  дар нуќтаи π=x  њисоб карда шавад. 

Њал: =⋅+⋅== xxxxxxy )'2(sin2sin)'()'2sin('  
'1 sin 2 cos 2 (2 ) sin 2 2 cos 2 .x x x x x x x= ⋅ + ⋅ ⋅ = +  

Ќиматњои )(πf  ва )(' πf  - ро меёбем:  
,002sin)( =⋅== ππππf  

.21202cos22sin)(' ππππππ =⋅+=+=f  
Ќиматњои ёфтаамонро гузошта ифодаи матлубро меёбем: 

).1(22022)()(')2)(')(( πππππ +=++=++=++ = ffxfxf x  
Мисоли 3. Аз формулаи (9) –и §10 истифода бурда њосилаи 

функсияњои 
xcos

1
 ва 

xsin
1

 ёфта шаванд. 

Њал. Пеш аз иљрои амалиёти зарурї ќайд менамоем, ки ин 
функсияњоро мувофиќан бо рамзњои xsec  ва ecxcos  ишорат 
намуда, "секанс икс" ва "косеканс икс" мехонанд. 

Њамин тариќ, 
'

2 2

1 (cos ) ' sin sin 1(sec ) ' sec
cos cos cos cos cos

x x xx tgx x
x x x x x

⎛ ⎞= = − = = ⋅ = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ва  

ecxctgx
xx

x
x
x

x
x

x
ecx cos

sin
1

sin
cos

sin
cos

sin
)'(sin

sin
1)'(cos 22

'

⋅−=⋅−=−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

мешавад. Яъне њосил менамоем, ки формулањои 
xtgxx sec)'(sec ⋅=  ecxctgxecx cos)'(cos ⋅−=  

низ љой доранд. 
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Аз рўи формулањои охирин њосилањои tgx  ва ctgx  ин хел њам 
навишта мешаванд: 

,sec)'( 2 xtgx =   .cos)'( 2xecctgx −=  

 
44. Љадвали њосилаи функсияњо. Дар ин љо љадвали дар п.36-

37-и §9 мавќеъёфтаро бо формулањои параграфњои пасоянд пурра 
карда, љадвали зеринро тартиб медињем: 
№ 
б/т 

Њосилаи баъзе функсияњои 
асосии элементарї 

Њосилаи функсияњои 
мураккаб 

1 2 3 
1 constcс == ,0)'(   

2 1)'( =x   

3 xx 2)'( 2 =  uuu ⋅= 2)'( 2  

4 23 3)'( xx =  uuu ⋅= 23 3)'(  

5 Rnnxx nn ∈= − ,)'( 1  ')'( 1 uunu nn ⋅⋅= −  

6 kbkx =+ )'(  )(')]'([ bkxfkbkxf +⋅=+  

7 ( )
x

x
2

1'
=  ( )

u
uu

2
''

=  

8 
2

' 11
xx

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 2

' '1
u
u

u
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

9 xx cos)'(sin =  'cos)'(sin uuu ⋅=  

10 xx sin)'(cos −=  'sin)'(cos uuu ⋅−=  

1. Кадом формулањои њосилаи функсияњоро медонед? 

2. Дурустии љумлаи «њангоми 0→∆x  1

2

2
sin

→
∆

∆

x

x
-ро 

маънидод кунед. 
3. Њосилаи косинусро бо истифодаи кадом формулањои 
мувофиќоварї меёбанд? 

4. Агар дар нуќтаи 0x  функсияњо (аќалан яктояш) дорои 

њосила набошад, он гоњ формулањои аз ќоидањои 
дифференсиронї бароянда вуљуд дошта метавонанд?  

? 
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11 
x

tgx 2cos
1)'( =  

u
utgu 2cos

')'( =  

12 
x

ctgx 2sin
1)'( −=  

u
uctgu 2sin

')'( −=  

13 xtgxx sec)'(sec ⋅=  'sec)'(sec uutguu ⋅⋅=  

14 ecxctgxecx cos)'(cos −=  'cos)'(cos uecuctguecu ⋅−=
Ќоидањои дифференсиронї 

1 )(')(')]'()([ xvxuxvxu +=+ 3
)(

)()(')()('
2

'

xv
xuxvxvxu

v
u −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

2 )()(')(')]'()([ xuxvvxuxvxu +=⋅ 4 )('))((')))](([ xfxfgxfg =
Њосилаи функсияро ёбед: (№387-388) 

387.  а) ;sin32 xx +  б) ;cos2 x  в) ;cos2sin3 xx +  г) ;3tgx   

д) ;2cos tgxx + е) ;3sin ctgxx +  ж) ;4ctgxtgx +  з) ;2sin x   

и) ;3cos1 x+  к) ;8sin
4
3 x− л) ;

2
5sin2 x

 м) );2cos(5 x−   

н) .
3

sin3
2
1 2 xx −  

388. а) ;
7

2cos7 x
 б) ;5,1cos4 x−  в) 

1 cos( 0,3 );
3

x− − г) ;5xtgx −  

д) ;
2

31 xtg
x

+  е) ;22,02 xtgx −  ж) );4(
5
1 xtg − з) ;3xctg   

и) );10(3,15 xctg −−  к) ;843 xctgx +  л) .
4

2 10xxctg −  

Њосилаи функсияи тригонометриро ёбед (№389-390) 

389. а) ;
2

sin3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

πx  б) ;
2

3sin2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πx  в) );10sin(1,0 π+x  

г) ;
2

34cos5 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

πx  д) ;
2

3
3

cos6 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

πx
 е) ;2

2
cos3 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− πx

 

390. а) );4(2 −xtg  б) ;2
3

23 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xtg π

 в) ;
)1cos(

5
+x
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г) ;5
2

34 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

xctg  д) );42(5,0 2xxctg +−− π  е) .
)1sin(

1,0
x

x
−

+  

 

391. Њосилаи функсияро дар нуќтањои ,00 =x  
40
π

=x  ва 
30
π

=x  

ёбед: 

а) ;3cos2)( xxxf −=  б) ;2)( 2 tgxxxf +=   

в) ;2sin
2
1)( xxxf −= г) ;cossin)( xxxf −=   

д) ;32)( xtgxxf −=  е) .
2

44)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

πxctgxxf  

392. Аз ќоидањои дифференсиронї ва љадвали њосилањо истифода 
бурда њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;sin)1( 4 xx +  б) ;
3
1sin tgxxx +  в) ;ctgxtgx −  

г) ;2sin
2
1sin2 xxxx −+  д) ;2 2xctg  е) ;cos2 2 xx −  

ж) ;
sin1
sin1

x
x

+
−

 з) ;
sin1
cos1

x
x

−
+

 и) .cossin
x

xx −
 

393. Муодилаи 0)(' =xf -ро њангоми 

а) ;cos23)( xxxf +=  б) ;3)( tgxxxf +=   

в) ;sin3cos)( 3 xxxf += г) ;32cos)( xxxf +=   

д) ;2cos2)( 2 xxxf −= е) xxxf −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2
3sin)( π  будан, њал 

кунед. 
394. Агар а) ;cos3)( xxf −=  б) xxxf −= sin)(  

бошад, он гоњ нобаробарии 0)(' >xf  - ро ва агар  

в) ;2
6

2sin)( xxx −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πϕ  г) xx cos21)( +=ϕ  

бошад, он гоњ нобаробарии 0)(' <xϕ  - ро њал кунед. 
395. Аз љадвали њосилањо истифода бурда як намуди функсияи 

)(xf  - ро ба воситаи формула нависед, агар 
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а) ;
cos

13)(' 2
2

x
xxf −=  б) ;3cos32)(' xxxf −=  

в) ;cossin3)(' xxxf +=  г) ;
2

3cos)('
x

xxf −=  

д) ;cos1)(' xxf +=  е) xxxf cos2)(' +⋅=  бошад. 

396. Ќимати ифодаи 4
44

'8 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ ff  - ро њангоми 

xxxf cos2)( +=  будан, ёбед 
Машќњо барои такрор 

397. Љадвалро пур кунед: 
х -3 -2 -1 0 1 3 5 6 

12 += xy          
21 xy −=          

13 += xy          

398. Мошини боркаш 120 км роњи мумфарш ва 232 км роњи 
сангфарш тай намуд. Дар роњи сангфарш ронанда суръатро 2 
км/соат кам кард. Агар тамоми роњ дар муддати 6 соат тай 
карда шуданаш маълум бошад, он гоњ суръати аввала ба чї 
баробар мешавад? 

399. Экстремум ва экстремали функсияи  

а) ;1)5(2 2 +−= xy  б) 5)3( 2 +−−= xy -ро ёбед. 
400. График насохта нишон дињед, ки хати каљи 

0149 22 =++− yyx  тири 0х –ро намебурад. 
401. Аз рўи решањои додашуда муодила тартиб дињед: 

а) ,11 =x  ;22 −=x  б) ,31 =x  ,12 −=x  .13 =x  

402. Дар ифодаи зерин квадрати пурра људо карда шавад: 

а) ;31142 +− xx  б) ;4102 −+ xx  в) .382 2 −+ xx  
403. Муќоиса кунед: 

а) 21 сомону 52 дирам ва 2218 дирам; 
б) 42 тоннаю 318 кг ва 41318 кг; 
в) 6 соату 18 даќиќа ва 378 даќиќа. 

404. Диаметри доираеро ёбед, ки масоњаташ π400  воњ. кв. (воњиди 
квадратї)-ро ташкил медињад: 
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405. Агар а) ;814
3
1)( 3 +−= xxxf  б) 1116)( 3 +−= xxxf  

бошад, он гоњ муодилаи 0)(' =xf  -ро њал кунед. 

406. Агар xxxf 3)( 3 −=  бошад, онгоњ дар кадом ќиматњои х 

ифодаи 27)()(' −+
x
xfxf  ба 0 баробар мешавад? 

§13. Мафњуми њосилаи тартиби олї. 
Пеш аз он, ки мо мањфуми њосилаи тартиби олиро шарњ 

дињем, ба мисол мурољиат мекунем. 

Агар 84)( 35 +−= xxxf  бошад, он гоњ 24 125)(' xxxf −=  

мешавад. Тарафи рости ифодаи охирин функсияи нави )(xϕ -ро 
ифода мекунад, ки дифференсиронидашванда аст: 

( )4 2 3'( ) 5 12 ' 20 24 .x x x x xϕ = − = −  Возењ аст, ки дар навбати худ 

xxxf 2420)]'('[ 3 −=  буда дар нуќтањои );( +∞−∞  дорои њосилаи 

ба 2460 2 −x  баробар мешавад. Ин хосиятро дар мисоли 
4( ) 2sinf x x x= + низ мушоњида намудан мумкин аст: 

 ),(cos24)(' 3 xxxxf ϕ=+=  ,sin212)(' 2 ψϕ =−= xxx  '( ) 24 2cos ,...x x xψ = −  

Фарз мекунем, ки функсияи )(xfy =  дар нуќтаи дилхоњи х – 

и фосилаи ),( ba  дифференсиронидашаванда бошад, он гоњ 

)('' xfy =  мешавад. Чї хеле, ки дар мисолњои болої мушоњида 

намудем, 'y  функсияи нави аргументаш х-ро, ки аз он вобаста буд, 

ташкил медињад. Агар њосилаи ин функсияи нав (яъне '( )f x ) вуљуд 
дошта бошад 

)]'('[)''( xfy =  

он гоњ онро нисбат ба функсияи аввалаи )(xfy =  њосилаи тартиби 

ду номида бо "y  ё )(" xf  ишорат мекунанд )''(" yy =  ва онњоро 
мувофиќан "игрек ду штрих" ва "эф ду штрих аз икс" мехонанд. 

Айнан њамин тарв, њосила аз функсияи )(" xf -ро њосилаи 

тартиби сеюм номида бо ),("' xf  њосилаи функсияи )("' xf  - ро 

њосилаи тартиби чорум номида бо )(xf IV  ишорат *  ишорат  

                                                
*  Бо маќсади озодшавї аз навишти шуморааш хеле зиёди штрихњо 
њосилаи тартибаш аз се болоро бо раќамњои римї менависанд. 
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мекунанд ва њоказо. Ии њосилањоро (яъне њосилањои тартибашон 
2n ≥ -ро) њосилаи тартиби олї меноманд. 
Мисоли 1. Њосилаи тартиби дуи функсияи  

xxxxy cos4sin)6( 2 −−=  
ёфта шавад. 
Њал. 

=−−=−−= )'cos4(]'sin)6[(]'cos4sin)6[(' 22 xxxxxxxxy  

=+−−+−= ])'(coscos)'[(4)')(sin6(sin)'6( 22 xxxxxxxx  

,cos)2(sin2coscos2sin2
sin4cos4cos)6(sin2

22

2

xxxxxxxxx
xxxxxxx
−+=−+=

=+−−+−=
 

.cos)2(sin2' 2 xxxxy −+=  

Акнун аз баробарии )''(" yy =  истифода бурда "y -ро меёбем: 

=−+=−+== ]'cos)2[()'sin2(]'cos)2(sin2[)''(" 22 xxxxxxxxyy

,sinsinsin2sin2
sin)2(cos2cos2sin2

22

2

xxxxxx
xxxxxxx

=+−=

=−−−+=
 

Љавоб: xxy sin" 2=  

Мисоли 2. ?"',sin2 == yxy  

Њал. 2' (sin ) ' 2sin (sin ) ' 2sin cos sin 2 .y x x x x x x= = = =  

Функсияи x2sin  дифференсиронидашаванда аст, пас 
" ( ') ' (sin 2 ) ' cos 2 (2 ) ' 2cos 2 , " 2cos 2 ;y y x x x x y x= = = = =  

.2sin4)'2)(2sin(2)'2(cos2)'2cos2()'"("' xxxxxyy −=−====  

Мисоли 3. Ќонуни лаппиши гармониникї )cos()( αω += tAtx  аст, 
ки дар он t – ваќт, −ω зуддї, −α фаза ва А – амплитудаи лаппиш 
мебошанд. Нишон медињем, ки ќонуни лаппиши гармоникї 
муодилаи  

0)()(" 2 =⋅+ txtx ω  

-ро ќаноат мекунонад. ( ωα ,,A -доимианд). 

Њосилањои )(' tx  ва )(" tx -ро меёбем: 

),sin()01)(sin()'(
)]sin([)]'[cos()]'cos([)('

αωωωαωαω
αωαωαω

+−=+⋅+−=+⋅
⋅+−=+=+=

tAtAt
tAtAtAtx
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2 2

"( ) [ '( )]' [ sin( )]' [sin( )]'
cos( )( ) ' cos( )( 1 0)
cos( ), "( ) cos( ).

x t x t A t A t
A t t A t
A t x t A t

ω ω α ω ω α
ω ω α ω α ω ω α ω

ω ω α ω ω α

= = − + = − + =
= − + + = − + ⋅ + =

= − + = − +

 

Инак, 

.0)cos(0)cos()(
)cos()cos()()("

22

222

=+⋅=++−=

=+++−=+

αωαωωω

αωωαωωω

ttAA
tAtAtxtx

 

 
407. Аз ќоидаи дифференсиронї ва љадвали њосилањои функсияњо 

истифода бурда, њосилаи тартиби дуи функсияро ёбед: 

а) ;
12 −

=
x

xy  б) ;
4
1

3

2

+
+

=
x
xy  в) ;

1

3

−
=

x
xy  

г) ;
42 +

=
x

xy  д) ;
cos

sin1
x

xy +
=  е) .22 tgxxy +=  

408. Агар а) ;cos)( 2 xxxxf +=  б) ;sin3)( 3 xxxf +=  

в) ;432)( 235 +−+= xxxxf  г) 673)( 34 ++−= xxxxf  

бошад, он гоњ )("' xf  - ро ёбед. 

409. а) 135 23 ++−= xxxy  бошад, "'y -ро ёбед; 

б) 87654 2468 +−+−= xxxxy  бошад, Vy -ро ёбед; 

в) 2736 35 ++−= xxxy  бошад, VIy -ро ёбед; 

г) 467 23 +−= xxy   бошад, "'y -ро ёбед; 

д) 162 46 +−= xxy   бошад, VIy -ро ёбед; 

е) 1153 3 +−= xxy   бошад, "y -ро ёбед; 

ж) 114
2
1

3
1

4
1 234 −++−= xxxxy  бошад, "'y -ро ёбед; 

и) 8135 +−= xxy   бошад, IVy -ро ёбед. 

410. Ќимати њосилаи тартиби олиро дар нуќтаи додашуда ёбед: 
а) ,127)( 3 +−= xxxf  ?;)2(" −−f  б) ,sin)( 2 xxxf =  ?;)(" −πf  

1. Мафњуми њосилањои тартиби ду ва серо дар мисолњои 
мушаххас фањмонед. 
2. Дар зери истилоњи "њосилаи тартиби олї" чиро мефањмед? 
3. Лаппишњои гармоникї кадом муодиларо ќаноат мекунонад? 

? 
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в) ,sin3)( xxf =  ?;
4

" −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf    г) ,cos2)( xxf =  ?;

6
" −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

д) ,
1

)(
+

=
x

xxf  ( ) ?;4" −f   е) ,4sin3)( tgxxxf +=  .?
3

" −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

411. Ќисми ростро ба намуди )(cos αωω +tA  табдил дода 
амплитуда, фаза ва зудии лаппишро ёбед: 

а) ;
6

5sin
3

cos32,0
6

5cos
3

sin32,0)( ππ tttx +=  

б) ;
4

sin2sin
4

cos2cos3)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

ππ tttx  

в) ;sin
3

sin6cos
3

cos6)( tttx ⋅−⋅=
ππ

 

г) 
5 3 5( ) cos3 sin 3 .

2 2
x t t t= −  

412. Оё функсияи 

а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

6
2sin2)( πttx  њалли муодилаи ;0)(4)(" =+ txtx  

б) ttx 3cos4)( =  њалли муодилаи ;09)(9)(" =++ txtx  

в) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
1,0cos

3
1)( πttx  њалли муодилаи 0

100
)()(" =+

txtx  аст? 

Машќњо барои такрор 
413. Муодилаи зеринро (Региомонтан, асри XV) њал намоед: 

а) ;
27

10010 2 += xx  б) ;251
=+

y
y  в) .8060106010 =

−
+−

x
xx  

414. График насохта абсиссањои нуќтањои буришро бо тири 0х ёбед: 

а) ;273 2 −= xy  б) ;124 −= xy  в) ;13 2 += xy  г) .
8
13 −= xy  

415. Самти равиши шохањои параболаро ёбед: 

а) ;31,0 2 xxy +=  б) ;3152 2 ++−= xxy  в) ;293 2 += xy  

г) ;1154 2 ++−= xxy  д) ;31 2xxy −−=  е) .583 2xxy +−=  

416. Масъалае тартиб дињед, ки матнаш ба њалли )0( >x  муодилаи 

150202 =+ xx  меорад. 
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417. Бо ёрии формулањои 222 2)( bababa +±=±  ќимати 

а) ;)81( 2   б) ;)39( 2  в) ;)9,8( 2  г) ;)229( 2  

д) ;)602( 2  е) ;)1,20( 2  ж) ;)51( 2  з) .)399( 2  
ёфта шавад. 

418. Фосилаи афзуншавї ва камшавии функсияро ёбед: 

а) ;63 2 xxy +−=  б) ;1142 2 ++= xxy  
419. Айниятро исбот кунед: 

а) ;
sin2sin

2coscos1 α
αα
αα ctg=

−
+−

  б) .
2

2
coscos1

2
sinsin α

αα

αα
tg=

++

+
 

420. Ќимати ифодаи 

α
α

α
α

sin
cos

cos
sin 22

−  

њангоми 
2
1cossin =− αα  будан, ёфта шавад. 

421. Њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;
cos1
2

x
xx

+
+

    б) ;23 tgxxx +−    в) αctgx ⋅+ )1( 3  

422. Синну соли модар аз писараш дида 4 маротиба зиёдтар аст. 
Панљ сол пеш ў 9 маротиба калонтар буд. Модару писар чанд 
солаанд? 

 
 

Машќњои иловагї ба боби IV. 
Ба параграфи 8. 

423. Барои функсияи маълуми )(xf  афзоиши f∆  - ро дар нуќтаи 

0x  ба воситаи 0x  ва x∆  ифода кунед: 

а) ;1,32)( 0
3 =+−= xxxxf  б) ;2,23)( 0

2 −=+−= xxxxf  

в) ;3,2)( 0
2 =−= xxxxf  г) .9,3)( 0 == xxxf  

424. ),( 0 xxf ∆+  f∆  ва 
x
f

∆
∆

-ро њангоми 

а) ;2,1)( 0
2 =−= xxxf  б) ;4,4)( 0 == xxxf  
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в) ;1,2)( 0
3 == xxxf  г) 3,12)( 0 =+= xxxf  будан ёбед. 

425. Нисбати 
x
f

∆
∆  - ро дар нуќтаи абсиссааш х0 барои функсияњои  

а) ;43)( 2 −= xxf    б) ;4)(
x

xf −=    в) xxf −=1)(  

тартиб дињед. 
426. Суръати миёнаи нуќтаи материалии аз рўи ќонуни 

а) ;19)( += ttx  б) 2( ) 2 3 1x t t t= − +  

њаракаткунандаро дар ];[ 00 ttt ∆+  ёбед. 

427. Маълум, ки њангоми 3→x  функсияњои )(xf ва )(xϕ  
мувофиќан ба 1 ва 5 майл мекунанд. инро ба назар гирифта, 
лимити функсия ёфта шавад: 

а) );(3 xf  б) ;
)(

)()(
3 xf

xxf ϕ−
 в) ;

)()(
)()(

xxf
xxf

ϕ
ϕ
+
⋅

 

428. Лимитро ёбед: 

а) ;
2
12lim

2

3 −
+

→ x
x

x
 б) );3(lim 3

1
x

x
+

→
 

в) ;
16
4lim

4 x
x

x −
−

→
 г) .

1
cos21lim

3 +
−

→ x
x

x
 

429. Фосилањои бефосилагии функсияро ёбед: 

а) ;11243 53 −++− xxx  б) ;21133 2 −+ xx  в) ;
1
42

−
+

x
x

 

г) ;
12

4

−x
x

 д) ;
3

3
2 +x

x
 е) .

3
15 +x

 

430. Оё функсияи )(xf  дар нуќтањои додашуда бефосила мешавад: 

а) 9 5( ) 3 4 23, ( ; );f x x x= − + −∞ +∞  

б) ( ) 3 9 , (1;4)?f x x x= +  

431. Маълум, ки Axf
ax

=
→

)(lim  ва Bx
ax

=
→

)(limϕ  аст. Нишон дињед, 

ки  а) ;})]([)]({[lim 2222 BAxxf
ax

−=−
→

ϕ  

      б) lim[ ( )] ,n n

x a
f x A n Z

→
= ∈  мешавад. 
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Ба параграфи 9. 
Аз алгоритми ёфтани њосилањо истифода бурда, )(' xf -ро дар 

нуќтаи маълуми 0x  ёбед (№432-433) 

432. а) ;3,114)( 0 =−= xxxf в) ;9,)( 0
3 == xxxf  

б) ;1,21)( 0
2 =−= xxxf  г) .1,72)( 0

2 −=+= xxxf  

433. а) ;4,
1

2)( 0 =+
= x

x
xf  в) 2

0
5( ) 1, 2;f x x x
x

= + + =  

б) ;1,27)( 0 =+= xxxxf  г) .1,)( 0
3 =−= xxxxf  

434. Аз маънои механикии њосила истифода бурда, суръати љисми 
аз рўи ќонуни )(tS  њаракаткунандаро дар лањзаи ваќти 0t  

ёбед (S – бо метрњо, t – бо сонияњо): 

а) ;3,349)( 0
2 =+−= ttttS  б) .8,13

3
1)( 0

3 =+−= ttttS  

435. Ќонуни њаракат бо формулаи 125,0)( 2 −+= tttS  (S – бо 
метрњо, t – бо сонияњо) муайян гаштааст. Љисм дар муддати 5 
сония кадом масофаро тай мекунад? Суръати он дар њамин 
лањзаи ваќт ба чї баробар аст? 
 
Ба параграфи 10. 
Њосилаи функсияњоро ёбед (№436-437): 

436. а) ;3172
−+ x

x
 б) ;89 3 xx −  

в) ;19234 2 +−+ xxx  г) 2 31 2 3 4 .x x x− + +  

437. а) ;3 xx +  б) ;3
2 2 x

x
x

+−  

в) ;74
3 2

2

+−
x

x
 г) .132 32 −+ xx  

438. )2('f  - ро њангоми 

а) ;59)( 2 += xxf   б) ;32)( 3xxf −=  

в) ;8193)( 2 +−= xxxf  г) 32 943)( xxxf +−=  
будан ёбед. 
Њосилаи функсияњоро ёбед (439-440): 
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439. а) );)(( 23 xxxx +−    б) );1( −xx    в) );1( xx +    г) ).1(2 +xx  

440. а) ;2 xx    б) );42( 22 +− xxx   в) );1( 23 +xx   г) ).1)(1( −− xx  

441. )4('f  - ро њангоми 

а) ;3)( 2 xxxf ⋅=  б) )1)(1()( 3 +−= xxxf  
будан, ёбед. 
Њосилаи функсияро ёбед (№442-443); 

442. а) ;
1
1

+
−

x
x

 б) ;
1

1
2

2

++
+
xx

x
 в) ;

22 +− xx
x

 г) .
232

3

+− xx
x

 

443. а) ;
13

2

+x
x

 б) ;11
3x

x +
 в) ;7

2x
 г) .3

3x
 

444. )1('f  - ро њангоми  

а) ;
11
1

1
1)( 2

2

−
+
−

=
x
xxf   б) 

22( ) 3
1 7

xf x
x

= +
−

 

будан, ёбед. 
Њосилаи функсияи )(xf -ро дар нуќтањои нишондодашуда 

ёбед (445-447) 
445. ;52)( 3 +−= xxxf  

а) 0;  б) 2;  в) ;0x   г) а+1; 

446. ;2)( xxf =  
а) 1;  б) 4;  в) 9;  г) а. 

447. ;
2
2)(

+
−

=
x
xxf  

а) 2;  б)  -3;  в) 4;  г) .0x  

448. Муодилаи  0)(' =xf  - ро њангоми 

а) ;2
2
3

3
1)( 23 xxxxf +−=  б) 2( ) 4 ;f x x x= +  

в) ;2)( 35 xxxxf −−=  г) г) 3 2( ) 4,5f x x x= +  
будан, њал кунед. 

449. Нобаробарии 0)(' >xf  - ро њангоми 

а) ;531)( 2xxxf −+=  б) ;2)( 2 xxxf +=  в) ;
3
3)(

+
−

=
x
xxf  
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г) );2)(1()( −−= xxxf  д) )9()( 2 −= xxxf  
будан, њал кунед. 

450. Нобаробарии 0)(' <xf  - ро њангоми  

а) ;12)( 24 −+= xxxf    б) ;
18
1018

3
2)( 3 +−= xxxf   

в) ;34)( 4 −+= xxxf   г) ;
3

1)(
+
−

=
x

xxf   

д) 91636)( 23 +−−= xxxxf  
будан, њал кунед. 

451. Барои функсияњои 

а) xxxf 3)( 3 −=  ва б) 23)( 2 −= xxf  

муодилаю нобаробарињои ,0)(' =xf  0)(' >xf  ва 0)(' <xf  
- ро тартиб дода, онњоро њал кунед. 

452. Барои кадом ќиматњои х ќимати њосилаи функсияи 

197)( 2 ++= xxxf  ба 15 баробар аст. 
Ба параграфи 11. 
Њосилаи функсияњоро ёбед (№453-454); 

453. а) ;11x  б) ;5 8x  в) ;7−x  г) ;2 4−x  д) ;7352 2345 +−+−+ xxxxx  

е) ;1824 +− xx  ж) .x
n
xn

−  

454. а) ;1
x

xxn +⋅  б) ;33 xx +−  в) ;)1( 4 xx ⋅+  г) );2(7 −xx  

д) ;
12

4

−x
x

 е) ;
1
15

+
−

x
x

 ж)* ;2 3x
xx
−  з)* .312 2

3

xx
x −−  

455. )2('f  - ро њангоми 

а) ;9)( 2xxf −=   б) ;3)( 4x
xf =   

в) ;)( 5−= xxf  г) 1)( 6 += xxf  
будан, ёбед. 

456. Аз рўи функсияи мураккаби )]([)( xfgxF =  функсияњои )(ug  

ва )(xfu = -ро муайян намоед: 
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а) ;)117()( 9+= xxF   б) ;
)15(

1)( 15+
=

x
xF  

в) ;
3

9sin)( 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πxxF  г) .cos)( 6 xxF =  

Њосилаи функсияро ёбед (457-460) 
457. а) ;)103( 23−x  б) ;)2( 70−x  в) .)47( 101−x  

458. а) ;
)53(

1
11x+

 б) ;
)21(

4
29x+

 в) .
)23(

1
99+

−
x

 

459. а) ;25 3x−  б) ;
9

1
2x−

 в) .12
x

+  

460. а) ;32 xx +  б) ;)1( 3+x  в) .85 −x  

461. Њосилаи функсияи 323 )432( −++= xxxy  - ро дар нуќтањои 

1=x  ва 2=x  ёбед. 

462. Њосилаи функсияи 1)( 2 += ttS  - ро дар нуќтањои 0=t  ва 

3=t  ёбед. 

463. .)32()( 2+= xxf  Дар кадом ќиматњои х )()(' xfxf =  
мешавад? 

464. Дар кадом ќиматњои х њосилаи функсияи 2xy =  ба 32 баробар 
мешавад? 
Ба параграфи 12. 

465. Њосилаи функсияро ёбед: 
а) ;3sin tgxx +   б) ;sin2 x+   в) ;1 ctgx+  

г) );sin1(cos3 xx −  д) ;
sin

2
cos

1
xx

+  е) .
sin1

cos4
x
x

+
 

466. Њосилаи функсияњои тригонометриро ёбед: 

а) ;
6

sin2
5

3sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

πxx
 б) ;

2
3)1(2 xctgxtg −+  

в) ;sin5 2 x+    г) ;cos3 3 x−  

д) ;
cos1

4
sin

x

x

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π

   е) .
cos1

2sin2
2 x
x

+
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467. Њосилаи функсияро дар нуќтаи 0x  њангоми  

а) ;
4

,2sin5)( 0
π

=−= xtgxxxf  

б) ;
6

,2cos4)( 0
π

=−= xxxxf  

в) 3
0( ) 3 , ;

3
f x x ctgx x π

= + =  

г) ;
2

,
sin2
sin2)( 0

π
=

−
+

= x
x
xxf  

будан, ёбед. 
468. Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал кунед: 

а) ;cos9cos4)( 3 xxxf −=  

б) ( ) ;cos213cos22)( 3 xxxf +−=  

в) ;2cos)( xxxf −=  г) .cos3)( xxxf −−=  

469. Нобаробарии 0)(' >xf  - ро њал кунед, агар 

а) ;cos
2
1)( xxxf −=  б) xxxf −= sin2)(  

ва нобаробари 0)(' <xϕ  - ро њал кунед, агар 

в) ;
2
1sin)( xxx −=ϕ  г) xxx

2
31

4
sin4)( +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ϕ  бошад. 

470. Барои функсияњои 

а) xxxf sin2)( −=  ва б) xxxf 2cos23)( −=  

муодилаю нобаробарињои ,0)(' =xf  0)(' >xf  ва 0)(' <xf  
- ро тартиб дода онњоро њал кунед. 

471. Њосилаи функсияи 
x

xxxf
sin

cossin)( −
=  - ро дар нуќтањое ёбед, 

ки ќимати '( )f x  ба 0 баробар бошад. 

472. Агар xxxf sin)( =  ва π=0x  бошад, он гоњ ќимати ифодаи 

7)(3)('2 00 −+ xfxf  ба чї баробар мешавад? 

473. .3sin)( xxf =  Барои кадом х – њо )()(' xfxf =  мешавад? 

474. Оё муодилаи ,2)(' =xf  ки xxf sin)( =  аст, њал дорад? 
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Ба параграфи 13. 
475. Аз ќоидањои дифференсиронї ва љадвали њосилањо истифода 

бурда, њосилаи тартиби дуи функсияро ёбед: 

а) ;
42
1

−
+

=
x
xy   б) ;)12( tgxxy +=  в) .2cos3sin2 2 xxy +=  

476. Њосилаи тартиби нишондодашударо аз функсияњои зерин ёбед: 

а) ,cos)( 3 xxxxf −=     ?;"' −y  

б) 4 3 2( ) 9 5 8 23 19,f x x x x x= − − + −   ?;−IVy  

в) ,
4
1

5
1

6
1

7
1)( 4567 xxxxxxf +++−=  ?;−VIy  

г) ,34113119)( 468 −+−+= xxxxxf   .?−VIIy  

477. Њосилаи тартиби талабшудаи функсияи )(xf  - ро дар нуќтаи 

додашудаи 0x  ёбед: 

а) ,cos)5()( 3 xxxf −=                ?;
4

" −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

б) ,135)( 24 −+−= xxxxf   ?;)2("' −f  

в) ,32)( 46 xxxxf ++=   ?;)3( −Vf  

г) ,1)( 2

x
xxf −=    (1) ?.IVf −  

478. Оё функсияи  

а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
1,0cos7)( πttx  њалли муодилаи ;0)(01,0)(" =+ txtx  

б) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

3
4sin

3
1)( πttx  њалли муодилаи 0)(16)(" =+ txtx  аст? 

479. Фарз мекунем, ки 22 xxy −=  бошад. Исбот кунед, ки 

айнияти 01"3 =+⋅ yy  љой дорад. 

480. .222 +−= xxy  Њамаи ќиматњои х – ро ёбед, ки барояш 

ифодаи yyy 3'" −+  ба 0 баробар шавад. 

481. .sin)( xxf =  Нишон дињед, ки айнияти 0)()("' =+ xfxf  љой 
дорад. 
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482. Љадвали зеринро пур кунед: 
)(xf  )(' xf  )(" xf  "'(1)f  

8)2( −+x     

2

3
x

    

x
2

sin π     

483. .2)( 2 xxxf −=  Гарфики функсияњои ),(xf  )(' xf  ва )(" xf  - 
ро дар як њамвории координатї кашед. 

484. )(xf  ба 3x  баробар буданашро ба њисоб гирифта баробарии 

3)(")('3 += xfxf  - ро табдил дињед ва муодилаи 
њосилшударо бо тарзи графикї њал кунед. 

 
Љавобњо 

285. а) (2,98; 3,02); б) (1,5; 2,5); в) (3,99; 4,01); г) (-1,3; -0,7). 286. 
а) ,1,1=х  ;2,0=∆у  б) ,01,2=х  ;02,0=∆у  в) 3,02х =  ;04,0=∆у  

г) ,03,4=х  ;06,0=∆у  д) ,12,4=х  ;24,0=∆у  е) ,02,5=х  

.04,0=∆у  287. а) ,1,0=∆х  ;41,0=∆у  б) ,4,0−=∆х  ;24,2−=∆у  

в) ,2,0=∆х  ;06,1=∆у  г) ,1,0−=∆х  ;51,0=∆у  д) ,1,0=∆х  

;81,0=∆у  е) ,3,0=∆х  .49,5=∆у  288. а) ;
3606

1
−=∆у  б) 

;
2457

1
−=∆у  в) ;

102
1

−=∆у г) ;
84
1

−=∆у  д) ;
105

1
−=∆у  

е) ;
363
1

−=∆у  ж) ;
3549

1
=∆у  з) .

228
1

=∆у  289. а) ;2 x∆⋅  

б) ;
2
1

00 xxx
x
+∆+

∆
⋅  в) ;)(2 2

0 xxx ∆−∆⋅−  г) ;)()1(2 2
0 xxx ∆−∆⋅−  

д) 2
02( 2) ( ) ;x x x− ⋅∆ + ∆  е) ;)(2)(6)16( 32

0
2
0 xxxxx ∆+∆+∆−  

ж) 2 2 3
03 3 ( ) ( ) ;x x x x x⋅∆ + ∆ + ∆  з) .)(2 2

0 xxx ∆+∆⋅  
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290. 
)(xf  x  2x  bax +  cbxax ++2 3x  

)( 0 xxf ∆+  xx ∆+0
2

0 )( xx ∆+
b

xxa
+

+∆+ )( 0  

c
xxb
xxa

+
+∆+
+∆+

)(
)(

0

2
0

3
0 )( xx ∆+  

y∆  x∆  2
0

)(

2

x
xx

∆+

+∆  xa ∆⋅  2
0

)(

)2(

xa
xbax

∆

+∆+
2

0

32
0

)(3

)3

xx
xxx

∆+

+∆+∆  

x
y

∆
∆  1 xx ∆+02 а 

xa
bax

∆⋅
++02  

2
0

2
0

)(

33

x
xxx

∆+

+∆+  

291. а) 4,1; б) 4,01; в) 4,001; г) 3,9; д) 3,99, е)3,999 292. а) 3,31; б) 
3,0301; в) 3,003001; г) 2,71; д) 2,9701; е) 2,997001. 293. ;6,0 м=∆P  

.42,5 2м=∆S  294. ;)2(6 0 xxxS ∆⋅∆+=∆  а) );(04,5 2вох=∆S  б) 

).(03606,0 2вох=∆S  295. ;)33( 22 xxxxV ∆∆+∆+=∆  а) 33,0=∆V  вох. 

кубї; б) 648,2=∆V  вох. кубї; 296. а) 

,))(323( 22 xxxxxf ∆⋅∆+∆⋅+−=∆  2 23 2 3 ;f x x x x
x

∆
= − + ⋅∆ + ∆

∆
 б) 

,
)(
)2(7

22 xxx
xxxf

∆+
∆∆+−

=∆  
2 2

7(2 ) ;
( )

f x x
x x x x

∆ − + ∆
=

∆ + ∆
 в) ,

]1))[(1(
)2(2

22 −∆+−
∆−∆

=∆
xxx

xxxf  

2 2

2( 2 ) ;
( 1)[( ) 1]

f x x
x x x x

∆ ∆ −
=

∆ − + ∆ −
 г) 

,
]1))[(1(

)2(3
22 +∆+−
∆∆+−

=∆
xxx

xxxf
 

2 2

3(2 ) ;
( 1)[( ) 1]

f x x
x x x x

∆ − + ∆
=

∆ − + ∆ +
           д) 

,
)(

1 x
xxx

f ∆⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∆+

=∆  ;
)(

1
xxxx

f
∆+

=
∆
∆  е) 

2 2

11 (2 ) ,
( )

f x x x
x x x

⎡ ⎤
∆ = − + ∆ ⋅∆⎢ ⎥+ ∆⎣ ⎦

  

( )2 2

11 2 ;
( )

f x x
x x x x

⎡ ⎤∆
= − + ∆⎢ ⎥∆ + ∆⎣ ⎦

297. а) 3; б)  -3; в) 
0 0 ;

2
g tgtν ∆

+ −  г) .
20

tgtgt ∆
−−  

298. 1,5; 1; 0,5.м м мν ν ν= = =  299. а) ;3=x  б) ;
2
7;1 21 −== xx  в) 

;8;3 21 == xx  г) ).1(;0 ±≠= xx  300. а) (2;1); б) (8;4); (-8; -4). 302. а) 

;,
212

)1(,
24

Znnxnx n ∈+−=+=
ππππ

 б) .,
2

,
3

Znnxnx ∈==
ππ

 

304. а) љуфт; б) тоќ; в) на љуфт аст на тоќ. 305. 10 см, 7 см. 306. 10 
соат ва 15 соат – њангоми гуногун будани иќтидори борбардории 
мошинњо; 12 соат – њангоми якхела будани иќтидори борбардорї. 
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307. а) -1; б) 8; в) ;
2
1

 г) ;
3
1

 д) ;
3
4

 е) ;
3
1

 ж) ;
2
1

 з) 2; и) .2
π

 308. а) 81; 

б) ;
81
13

 в) .
5

11
 309. а), б), е) ва з) );;( +∞−∞  в) );;1()1;( +∞−∪−−∞  г) 

);;1()1;1()1;( +∞∪−∪−−∞  д) дар тамоми тири ададї ба ѓаёр аз 

нуќтањои 0; ;2±  ж) .;
2
1

2
1; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  310. а) ња; б) дар нуќтањои 

);0[ +∞  бефосила, вале дар )0;4(−  бефосилагиаш вайрон мешавад; 

в) дар нуќтањои )5;(4;3 −∞∈=x  бефосила шуда наметавонад. 311. 

а), г) е) ња; б), д) дар нуќтањои 2x  бефосила намешавад; в) дар 

нуќтаи 1x  бефосила нест. 313. а) ;0=x  б) .1=x  314. 

.10,03,3 <<<<−−< aaa  315. 20 км/соат. 316. 20%. 

317.а)
2 9 .
2
+

−  319. а) ;
63
65

−  б) .
21
22

 320. а) 1; б) .
cos

1
α

−  321. а) 1; 

;
3
7

−  б) 2; 1. 322. а) ;
2
3

 б) 1. 324. 1), 2) 2.мν =  325. 1) 3;мν =  2) 

6,1.мν =  326. а) 5; б) .6t  327. а) (3) 9;ν =  б) (6) 21.ν =  328. а) 6,005; 

б) 6,006002; в) ..;3,6842105.−≈−
19
70

 г) .2604,48  329. а) ;62 2xx +  

б) ;32 +x  в) 5; г) ;6x−  д) 4; е) ;3 2x  ж) Нишондод. Барои х – њои 

ѓайринулї ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∆+

−∆=∆
)(

31
xxx

xϕ  мешавад. Аз он 

)(
31

xxxx ∆+
−=

∆
∆ϕ

 - ро њосил мекунем. Дар зинаи охирини 

алгоритм мебинем, ки њангоми 0→∆x  нисбати 
x∆

∆ϕ
 ба 2

31
x

−  

майл мекунад. Љавоб: ;0,21)(' 2 ≠−= x
x

xϕ  з) Нишондод. Дар ин љо 

2)(2 xxx
xxx

x
∆−∆⋅−

+∆+
∆

=∆ψ  мешавад. Зинаи ояндаи 
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алгоритм ба xx
xxxx

∆−−
+∆+

=
∆
∆ 21ψ

 оварда мерасонад. 

Нињоят, њангоми 0→∆x  x
xx

2
2

1
−→

∆
∆ψ

 - ро њосил мекунем, ки 

он ;2
2

1)(' x
x

x −=ψ  и) ;
2

31)('
x

xg −=  к) .941)(' 2xxxg +−=  330. а) 

;)11(')100( aff =−=  б) ;
4
1)4(' =f  ;

50
1)625(' =f  в) ,

9
1)3(' −=−ϕ  ;

25
1)5(' −=ϕ  

г) ;108)6(' =g  .3)1(' =−g  331. Расми 60. 332. а) ;1=x  б) .
16
1

=x  

333. а) ;01 =x  ;12 =x  б) .
3
1

−=x  336. а) ;14 −x  б) ;222 +− xx  в) 

;22 +x  г) .32 −x  337. а), г) – љуфт; б), в) – тоќ. 338. а) ;
2
1

−  б) .
3
1

−  

339. а) ;2sin α  б) .2αtg  340. Нишондод. Пайдарпаии ададњои 

натуралии љуфти n2;...;6;4;2  прогрессияи арифметикиро бо фарќи 

2=d  ташкил медињад. Аз баски nan 2=  аст, пас 21 =a  ва 

12060 =a  мешавад. Аз ин љо ,60)1202(2 60 ⋅+=S  

.3660606160 =⋅=S  Љавоб: 3660. 341. а) ;11 −=x  ;22 =x  ;33 −=x  

б) .3−=x  342. Нишондод. Агар касри матлуби 

дурустро дар шакли 
y
x

 гирем, онгоњ шарти 

масъала ба њалли системаи 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

12
25
2522

x
y

y
x

yx
 

оварда мерасонад. Њалњои система 
),3;4(),4;3( )4;3( −−  ва )3;4( −−  мешавад. 

Љавоб: .
4
3

 343. а) ;
9
4

 б) ;
99
52  в) ;

11
34−  г) .

11
3

 

344. не; 345. а) 1 ва 2 2;x +  б) 1 ва ;12 −x  в) -1 ва ;22 −− x  г) 0 ва .b  

346. а) ;23 2 xx +  б) ;23 2 xx −  в) ;3 2x  г) ;2x  д) ;42 −x  ж) xx 23 2 +  

Расми 60 
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з) 22 3 ;x x+  и) ;11 2x
−  к) ;13 2

2

x
x −  л) ;

2
111 2 xx

−−  м) .2
2

1 x
x
−  

347. а) ,0)1(' =f  ;16)9(' =f  б) ,3)1(' =f  ;243)9(' =f  в) ,1)1(' =f  

'(19) 17;f =  г) ,9)1(' =f  ;249)9(' =f  д) 
3'(1)
2

f =  ;
162
29)9(' =f  е) 

,3)1(' −=f  ;
81

1459)9(' −=f  ж) ,
2
1)1(' −=f  ;

162
25)9(' =f  з) 

,2)1(' =f  .
81

19682)9(' =f  348. а) 5,1=x ; д) 
3
2

±=x . 349. а) 

56 2x x− + ; б) 
x

x
2

113 + ; в) 
x

xxxx
2

33
3

22 ++⋅ ; г) 123 2 +− xx . 350. а) 3; 

б) 2; в) 4; г)1. 351. а) 
( )23

1
+x

; б) 
( )212

13
+

−
x

; в) 
( )2103

20
−

−
x

. 352. а) 

( )2
2

1
82

+
+−

x
xx

; б) 
( )2

2

1
1
+
−

x
x

; в) ( )22

2

12
31
−

+
−

xx
x

; г) 
xx

x
2

43 2 +
. 353. а) 

25
8

; 

в) 
4
1

. 354. .2,0 21 −== xx  355. 0=x . 356. а) ( ) ( )∞+∪−∞−∈ ;11;x ; б) 

4
11

>x . 357. а) ;2<x  б) 
10 ;
3

x< <  в) .;
3
2)0;( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞∪−∞∈x 358. а) 

;3x  б) ;2
2
3 2 xx +  в) 3 2 ;x x−  г) .25

x
x +  359. 5,8. 360. 4,9. 361. ;11 =x  

;5,42 =x  в) ;3=x  г) .4−=x  362. а) );1;2(),2;1(  б) .
11
6;

13
6

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  363. 

а) );10;5( −  б) .
8
1;

4
5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  364. .2,11 −== da  365. 400 км/соат, 320 

км/соат. 367. а) ;5 4x  б) ;11 10x  в) ;13 12x  г) ;103 102x  д) ;)1( nxn +  е) 

3

2 ;
x

−  ж) ;4
5x

−  з) ;7
8x

−  и) ;15
16x

−  к) ;1
nx
n−

 л) ;
5

3

5
2

x
 м) 

( ) 31 3 ;x+ ( ) 5 55 4 x −−  368. а) ;
64
3

−  б) 110; в) ;
27
2626  г) -30. 
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369. а) 1,2 2;x = ±  б) ;1±=x  в) ;0=x  г) 1,2 0,x =  
3

3 ;
4

x =  д) 1−=x ; е) 

,0=x  .63,2 ±=x  370. а) ;911 810 xx +  б) ;2479 368 xxxx ++−    в) 

;635
7

311

x
xx ++  г) 

( ) ;
41

315443264
22

23457

x
xxxxx

+

−+−+−−  д) 
( ) ;

4
6162

22

35

+

+−

x
xxx        е) 

.4694024 28511 +−+− xxxx  371. а) ;43 xx +  б) ;
2

3
3
2

10
5 2

610 xxx −+  в) 

;23 x
x
+  г) .

2
1

2
3

2
2

x
x +  372. а) ;ug =  ;cos1 xu −=  б) ;2ug =  

;3sin2 += xu  в) ;
4

3;sin π
−== xuug  г) ;2;

x
utgug ==  д) ;113;5 −== xuug  

е) ;arcsinug =  ;
2

3−
=

xu  ж) ;71;)( 9 xuuug +==  з) ;)( uug =  

;sin xu =  и) 3( ) ; 1 cos ;g u u u x= = +  к) ;ctgug =  .32 +−= xxu   

373. а) ;12 2 +x  б) ;14 +x  в) 
2 ;
x

 г) ;
2

1
x

 д) ;11 2x
+  е) .

1
1

2 +x
 

374. а) ;
2
1

≤x  б) );;4,0[]4,0;( +∞∪−−∞∈x  в) ;5≤x  г) ;1>x  д) 

,2
3

2
3

ππππ nxn +<<+−  ;Zn∈  е) ,
4

ππππ nxn +<<+  ;Zn∈  

ж) ,
88

5 ππππ nxn +≤≤+−  ;Zn∈  з) ,2
6

2
2

3 ππππ nxn +−≤≤+−  

;Zn∈  и) );;2()0;( +∞∪−∞∈x  к) ( )( ).;22; +∞−∞−∈x  375. 

а) ;)11(21 20x+  б) 536(9 23) ;x −− +  в) ;)11,0( 11−− x  г) ;
2,32

1
+x

        

д) ;
29

1
x−

−  е) 
3 ;

2 3 91x
−

−
 ж) 1 ;

1 13
4 2

x
−

⋅ +

 з) ;)( 1−+ nbaxan   

и) 1( ) .nan ax b − −− +  376. а) ;
275

5
2 −x
x

 б) ;
6110

5
2 −+

+

xx
x
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г) ;
58

12
3

2

+x
x

 д) ;
2
3

225,02 4

3

x
x

x
+

+
 е) .

2

1

cbxax
bakx

k

k

++

+−

  

377. а) ;3931343 2 −+− xx  б) ;)13(21)52(8 63 −−+ xx   

в) );76()1173(54 532 +⋅++ xxx  г) ;)3(206 1022 −xx   

д) ;
)1(

3424
4

234

x
xxxx

−
++++−  е) ( ) ( )

( ) .
1

28957
32

323

−

+−−

x
xxxx   

378. а) ;
1
2

−
+

a
a

 б) .
1
12

−
+

a
a

 379. а) Нишондод. Нобаробариро аввал 

( )( )( )( ) 09114 2222 >++−− xxxx  ва баъд ба намуди 

( )( )( )( ) 01122 >−++− xxxx  овардан мумкин аст; б) Нобаробариро 

ба намуди ( )( )( )( ) 02951 22 >+−−− xxxx  оварда бо ёрии методи 

интервалњо њал кардан мумкин аст. 381. 52°; 76°. 382. а) ;1254 =b  

;1564 =S  б) ;815 =b  .615 =S  383. б) (1;3), (-1; -3). 384. Бигузор дар 

мусобиќа х шоњмотбоз иштирок карда бошад. Онгоњ яке аз ин 
шоњмотбозон бо дигарњояш )1( −x  бозї мекунад. Аз )1( −x  
шоњмотбози боќимонда якеаш бо дигаронаш як маротибї бозї 
карда )2( −x  вохурї мегузаронад. Возењ аст, ки дар охир ду 
шоњмотбоз мемонаду бо якдигар як бозии финалї мегузаронанд. 
Дар асоси муњокимаронињо прогрессияи арифметикии ;1−x  

1;2;3;...2−x  - ро њосил мекунем, ки суммаи аъзоњояш мувофиќи 
шарти масъала ба 78 баробар аст. Пас, дар асоси формулаи суммаи 

аъзоњои прогрессияи арифметикї )1(
2

1)1(78 −⋅
+−

= xx
 ва аз он 

муодилаи 2 156 0x x− − =  - ро њосил мекунем, ки решаи мусбаташ 

13=x  аст. Љавоб: 13 шоњмотбоз. 385. а) ;451
6xx

−  б) ;334 23 +− xx  
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в) ( ) ;
21

41518
22

46

x
xxx

+

++
 г) ;56 2

5

x
x +  д) ;2

2
7

2
5 x

x
xx ++  е) .

2
17 3

x
x +

 

386. не. 387. а) ;cos32 x+  б) ;sin2 x−  в) ;sin2cos3 xx −  г) 

;
cos

3
2 x

 д) ;
cos

2sin 2 x
x +−  е) ;

sin
3cos 2 x

x −  е) ;
sin

3cos 2 x
x −  ж) 

;
sin

4
cos

1
22 xx

−  з) ;2cos2 x  и) ;3sin3 x−  к) ;8cos6 x−  л) 

;
2

5cos5 x
 м) );2sin(10 x−  н) .cos xx −  388. а) ;

7
2sin2 x

−  б) 

;5,1sin6 x  в) );3,0sin(
10
1 x−−  г) ;

cos
5

2
1

2 xx
−  д) ;

2
cos

31
2

2 xx
+−  

е) ;
10cos

22 2 x
x −  ж) ;

)4(cos5
4
2 x−

−  з) ;
3sin

3
2 x

−  и) ;
)10(sin

13
2 x−

−     

к) ;
8sin

323 2 x
−  л) .10

4
sin2

1 9

2
xx −−  389. а) ;sin3 x−  б) ;3sin6 x              

в) ;10cos x−  г) ;4cos20 x  д) ;
3

cos2 x
 е) .5,0sin5,1 x  390. 

а) );4(sec2 2 −x  б) ;2
3

2sec6 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − xπ

 в) );1(cos)1(5 ++− xecxctg   г) 

;5
2
3cos6 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xec д) );42(cos)2( 22 xxecx +−− π  е) .

)1(sin10
)1cos(1 2 x

x
−

−
+  391. 

а) ;3)0(' =f  ;23
4

' −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  ( );313

3
' +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

б) ;2)0(' =f  ;
2

4
4

' ππ
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  );4(

3
2

3
' ππ

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  в) ;0)0(' =f  

;1
4

' =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

3' ;
3 2

f π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 г) ;1)0(' =f  ;2
4

' =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  

( );31
2
1

3
' +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  д) ;1)0(' −=f  ;1

4
' =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  ;

3
1

3
' −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  
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е) ;8
4

')0(' =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
πff  .

3
28

3
' =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πf  392. а) ;cos)cossin3(3 xxxxx ++  

б) ;sec
3
1cossin 2 xxxx ++  в) );2(cos4 2 xec   г) );cos2(sinsin xxxx +−    

д) ;cos4 2xecctgx−  е) ;2sin2 x+  ж) ;
)sin1(

cos2
2x

x
+

−  з) ;
)cos1(

sin2
2x

x
+

−       

и) .sin11cos11
22 x

xx
x

xx
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  393. а) ;,

3
)1( Znnn ∈+− ππ

 б) 

;,2
3

1arccos πkx +±=  ,2
3

1arccos πkx +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−±=  ;Zk∈  в) ,πnx =  

;Zn∈   г) ,
26

)1( kx k ππ
+−=  ;Zk∈  д) ,

28
)1( 1 nx n ππ

+−= +  ;Zn∈   

е) ,
212

)1( nx n ππ
+−=  .Zn∈  394. а) ,)12(2 ππ nnxn +<<  ;Zn∈  

,2
3

2
3

ππππ nxn +<<+−  ;Zn∈  в) ,
24

25
24
7 ππππ nxn +<<+  

;Zn∈  г) ,)12(2 ππ +<< kxk  .Zk ∈  395. а) ;3 tgxx −                     

б) ;3sin2 xx −  в) ;cos3sin xx −  г) ;3sin xx −  д) ;sin xx +             е) 

.cos2 xx +  396. .
2

76 π
+  398. Нишондод. Шарти масъала ба њалли 

муодилаи 6
2

232120
=

−
+

xx
 оварда мерасонад, ки дар он х суръати 

аввалаи мошини боркашро ифода мекунад. 399. а) ;1,5 min == yx  

б) .5,3 max == yx  400. Нишондод. Хати каљ тири 0х – ро њангоми 

у=0 будан буриданаш мумкин аст. Вале дар ин њолат муодилаи 

0149 22 =++− yyx  ба 012 =+x  табдил меёбад, ки он решањои 

њаќиќї надорад. Љавоб: Хати каљ тири 0х – ро намебурад. 401. а) 
2 2 0;x x+ − =  б) .033 23 =+−− xxx  402. а) ;18)7( 2 −−x  б) 
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;29)5( 2 −+x  в) .11)2(2 2 −+x  403. а) 21 сомону 52 дирам<2218 

дирам; б) 42 т 318 кг>41318 кг; в) 6с 18 даќиќа=378 даќиќа. 404. 420 

воњ. 405. а) ;3±=x  б) .8=x  406. .3±=x  407. а) ;
)1(

)3(2
32

2

−
+

x
xx

 б) 

;
)4(

212242432
33

643

+
−+−−

x
xxxx

         в) ;
1

)33(2 2

−
+−

x
xxx

 г) 

;
)4(4
167215
32

24

+
−−

xxx
xx

 д) 
( ) ;

cos
sin1

3

2

x
x+

                    е) .sec42 2 xtgx ⋅+  408. 

а) ;sin)6(cos6 2 xxxx −−−                            б) 

( )2 36 9 sin (18 )cos ;x x x x x− + −  в) ( );1512 2 +x  г) ).34(6 −x  409. а) 

30; б) ;36026880 3 xx −  в) 0; г) 42; д) ;144720 2 −x  е) ;18x             ж) 

;26 −x  з) 120х. 410. а) -84; б) ;4π−  в) ;
2

3
 г) 1; д) ;

864
71

           е) 

.35,30  411. а) ;
3

,
3
1,32,0 παω ===A  б) ;

4
,2,3 παω ==−=A                   в) 

;
3

,1,6 παω ===A  г) .
6

,3,5 παω ===A  412. а) ња; б) не; в) ња. 413. 

а) ;
27
8215−=x  б) ;

4
621

2
25

−=y  в) .
4

193
2

13
+=x  414. а) 

;3±=x  б) ;3=x  в) параболаи 12 += xy тири 0х – ро намебурад; г) 

.
2
1

=x  415. а) ба боло; б) ба поён; в) ба боло; г) ба поён; е) ба боло. 

416. Намуна. Дарозии майдони росткунљашакл аз бараш дида 20 м 

зиёдтар буда, масоњаташ ба 1500 м2 баробар аст. Бар ва дарозии 

майдонро ёбед. Љавоб: 30 м ва 50 м. 417. а) 6561; б) 1521; в) 79,21; г) 

89401; д) 362404; е) 404,01; ж) 2601; з) 159201. 418. а) )1;(−∞  - 
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афзуншаванда; );1( +∞  - камшаванда; б) )1;( −−∞  - камшаванда, 

);1( +∞−  афзуншаванда. 420. .
6
51  421. а) 

( ) ( )
2

1 sin cos sin
;

(1 cos )

x x x x x x

x x

+ + + +

+
 б) ;sec23 22 xx +−  в) 

.cos)11(3 232 xecxctgxx +−  422. Нишондод. Бо х –солњои писарро 

ишорат карда ба њалли муодилаи 9
5
54
=

−
−

x
x

 омадан мумкин аст. 

Љавоб: Модар 32 сола ва писар 8 сола аст. 423. а) 

;)(2)(65 32 xxx ∆+∆+∆  б) ;)(7 2xx ∆+∆−  в) ;)(4 2xx ∆−∆−  г) 

.
39 +∆+

∆
x

x   

424. 

№ 

б/т 
)( 0xf

 
)( 0 xxf ∆+  )()( 00 xfxxff −∆+=∆  

x
f

∆
∆  

а) -3 2)(43 xx ∆−−− 2)(4 xx ∆−∆−  x∆−− 4  

б) 8 x∆+44  x
x
∆++

∆
42

4  
x∆++ 42

4  

в) 2 3)1(2 x∆+  32 )(2)(66 x∆+∆+ x 2)(266 x∆+∆+ x  

г) 7 x∆+ 27  x∆2  2 

425. а) ;36 0 xx ∆+  б) ;4

0
2
0 xxx ∆+

 в) .1

00 xxx ∆++
−  426. а) 9; 

б) .234 0 tt ∆+−  427. а) 1; б)  -4; в) .
6
5

 428. а) ;19=L  

б) ;4=L в) ;
6
1

=L  г) .1−=L  429. а), б), д), е) );;( +∞−∞  

в) );;1()1;( +∞∪−∞  г) ).1()1;1()1;( ∞+∪−∪−−∞  430. а) ња; б) не. 
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432. а) 4; б)  -4; в) 243; г) .
25
2

−  433. а) ;
25
2

−  б) 8; в) ;
4

11
 г) .

2
5

 434. 

а) 86 м/с; б) 63 м/с. 435. ;5,3)4( мS =  (4)ν =7 м/с. 436. а) ;27 2x
−  б) 

;427 2

x
x −  в) ;

2
328

x
x +−  г) .21612 2 −+ xx  437. а) ;

2
13 2

x
x +  

б) ;
2

16
2
1

3 xx
++  в) ;8

3
2

3x
x +  г) .94 2xx + 438. а)36; б)  -36; в)  -7; г) 

92. 439. а) );2345( 23 +−+ xxxx  б) ;
2

13
x

x −
 в) ;

2
31 x+  г) ).23( +xx  

440. а) ;
2
5 2

x
x

 б) );432(2 2 +− xxx  в) );35( 22 +xx  г) .1
2

1
2
3

−−
x

x  

441. а) 60; б) 183. 442. а) ;
)1(

2
2+x

 б) ;
)2(2

2
2

2

+−
−+

xxx
xx

 г) 

.
)23(

)66(
22

22

+−
+−

xx
xxx

 443. а) ;
)13(

26
22

2

+
+

x
xx

 б) ;332
4x

x +
−  в) ;14

3x
−  г) 

.9
4x

− 444. а) 1; б) .
18
5

−  445. а)  -2; б) 10; в) ;23 2
0 −x  г) .163 2 ++ aa  

446. а) 3; б) 6; в) 9; г) .3 a  447. а) ;
4
1

 б)4; в) ;
9
1

 г) .
)2(

4
2

0 +x
 448. а) 

1 ва 2; б) 2 в) ;1±  г) 0 ва 3. 449. а) ;
10
3; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  б) );;1( +∞−  в) );;( +∞−∞  

г) ;;
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞−  д) ( ) ( ).;33; +∞∪−∞−  450. а) );0;(−∞  б) );2;2(−  в) 

);1;( −−∞  г) );;( +∞−∞  д) ).7;3(−  452. .1=x  453. а) ;11 10x  б) ;40 7x  

в) ;7 8−− x  г) ;8 5−− x  д) ;1615410 234 −+−+ xxxx  е) ;24 3 xx −  ж) 
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.
2

11

x
xn −−  454. а) ;1

2
1

2xx
xn

n

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  б) ;33 4

2

x
x −  в) ;

2
19 4

x
x +

 г) 

;
2

2815 7

x
xxx −  д) ;

)1(
)2(2

22

23

−
−

x
xx  е) ;

)1(
154

2

45

+
++

x
xx  ж) .33

2

3

xx
x −− 455. а)  -4; б) 

;
8
3

−  в) 
5 ;

64
−  г) 192. 456. а) ;117,9 +== xuug  б) 

;15,15 +== xuug  в) ;
3

9,sin 2 π
−== xuug  г) .cos,6 xuug ==  

457. а) ;)103(69 22−x  б) ;)2(70 69−x  в) .)47(707 100−x  458. а) 

12

5 ;
(3 5)x

−
+

 б) ;
)21(

116
30x+

−  в) .
)23(

297
100+x

 459. а) ;
252
3

3

2

x
x
−

−
 б) 

;
9 2x

x
−

 в) .
2

1
2 xxx +

−  462. 3'(0) 0, '(3) ;
10

S S= =  463. х=-1,5; 

х=0,5; 464. х=16 465. а) ;
cos

3cos 2 x
x +  б) ;cos x  в) ;

sin
2

2 x
−  г) 

);2cos(sin3 xx +−  д) ;cos2sec ecxctgxxtgx −  е) .
sin1
4

x+
− 466. 

а) ;
6

cos2
5

3cos
5
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

πxx  б) ;
2

cos
2
3)1(sec2 22 xecx ++  в) ;2sin x  г) 

.sincos3 2 xx  467 а) ;4
2

25
−  б) ;34+  в) ;4

3

2

−
π

 г) 0. 468. а) 

,2
3

,4 πππ nxx +±==  ;Zn∈  б) ,
8

, nxnx πππ +±==  ;Zn∈  в) 

,
212

)1( 1 nx n ππ
+−= +  ;Zn∈  г) ,

3
1arcsin)1( πnx n +−=  .Zn∈  469. 

а) ,2
6

72
6

ππππ nxn +<<+−  ;Zn∈  б) ,2
3

2
3

ππππ nxn +<<+−  ;Zn∈  
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в) ,2
2

52
3

ππππ nxn +<<+  ;Zn∈  г) Нишондод. Бигузор yx
=−1

4
 

бошад, онгоњ нобаробарии 0)(' <xϕ  ба нобаробарии 
2
2cos −<y  

меорад, ки њаллаш ππππ nyn 2
4

52
4

3
+<<+  мешавад. Ба љои 

1
4
xy −  гузошта ππππ nxn 2

4
51

4
2

4
3

+<−<+  - ро њосил мекунем, 

ки аз он ππππ nxn 2
4

51
4
12

4
31 ++<<++  пайдо мешавад. Љавоб: 

,854834 ππππ nxn ++<<++  .Zn∈  470. а) 

;2
3

0)(' ππ kxxf +±=⇒=  ;2
3

52
3

0)(' ππππ kxkxf +<<+⇒>  

,2
3

2
3

0)(' ππππ kxkxf +<<+−⇒<  ;Zk∈  б) ;
26

)1(0)(' nxxf n ππ
+−=⇒=  

;
6

7
3

0)(' ππππ nxnxf +<<+⇒>  ,
36

0)(' ππππ nxnxf +<<+⇒<  .Zn∈  

475. а) ;
)2(

86
3−x

 б) ;
cos

sin)12(2cos4
3 x

xxx ++  в) .2cos8 x−  476. а) 

;sin)1(cos3 xxx +−  б) 216; в) );16(120 −x  г) .362880x  477. а) 

);1296320(
128

2 32 πππ −−+  б) 240; в) 6552; г)  -24. 478. а), б) ња. 

480. .
3
4,2 21 == xx  484. .

3
1,1 21 == xx  
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БОБИ V 
Баъзе тадбиќњои бефосилагї ва њосила 

§14. Тадбиќи бефосилагї дар њалли нобаробарињо 
§15. Баъзе тадбиќњои њосила 

 
§14. Тадбиќи бефосилагї дар њалли нобаробарињо 

Дар навбати аввал тадбиќоти зеринро ба ќайд мегирем: агар 
дар );( ba  функсияи )(xf  бефосила буда, дар он ба 0 баробар 
нашавад, он гоњ функсия дар фосилаи номбурда аломаташро нигоњ 
медорад. 

Ин тасдиќоти ба мафњуми бефосилагї вобаста имконият 
медињад, ки методи ба мо аз синфи 9 маълуми фосилањоро (дар п. 11 
– и §4 бо ёриаш нобаробарињои яктаѓйирёбандаро њал карда будем) 
пурратар намуда, нобаробарињои ќатъии 0)( >xf  ва 0)( <xf  - ро 
њал намоем. 

Функсияи )(xf  - ро дар );( ba  бефосила шуморида схемаи 
зерини њалли нобаробарињои болоиро пешнињод менамоем: 

1). Нуќтањоеро (шумораашон охирнок аст) ошкор месозанд, ки 
дар онњо 0)( =xf  аст (яъне нулњои функсияро меёбанд); 

2). Аз рўи нулњои ёфташуда фосилаи );( ba  - ро ба шумораи 
охирноки фосилањое, људо мекунанд, ки дар њар кадомашон функсия 
аломаташро нигоњ медорад (мувофиќи тасдиќот!); 

3). Барои муайян кардани аломат ќимати функсияро дар ягон 
нуќтаи фосила њисоб кардан кифоя аст. 

4). Таѓйирёбии аломатро дар хати рости координатї бо хатњои 
мављї аз рўи нишонаи зерин ба ќайд мегирем; дар он фосилањое, ки 

0)(' >xf  аст, хати каљ аз болои тир ва дар фосилањое, ки 0)(' <xf  
аст, хати каљ аз поёни тири ададї мегузарад (Расми 61)* 

 
Расми 61 

Масалан, аз расм чунин бармеояд, ки 
-њангоми );( 1xax ∈   будан 0)(' >xf  

                                                
* Дар бисёр адабиётњои таълимї онро ин хел њам менависанд: 
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-њангоми );( 21 xxx ∈   будан 0)(' <xf  

-њангоми );( 32 xxx ∈   будан 0)(' >xf  

-њангоми );( 43 xxx ∈   будан 0)(' <xf  

-њангоми );( 4 bxx ∈   будан 0)( >xf  
мешавад. 

Агар 0)(' >xf  бошад, онгоњ њалли нобаробарї якљояшавии 

фосилањои ),;( 1xa  ),;( 32 xx  );( 4 bx  ва агар 0)(' <xf  бошад, 

фосилањои );( 21 xx  ва );( 43 xx  мешавад. 

Ќайд мекунем, ки агар нобаробарї ѓайриќатъї бошал, онгоњ 
нулњои сурат ба фосилањои мувофиќ дохил карда мешаванд. 

Акнун истифодаи схемаи болоиро дар њалли якчанд 
нобаробарињои мушаххас меорем. 

Мисоли 1. Нобаробарии 0
4

34
2

2

>
−

+−
x

xx
 - ро њал мекунем. 

Тарафи чап функсияи касрї – ратсионалї буда, дар нуќтањои 
1 ва 3 ба 0 баробар мешавад. Аз нуќтањои тири ададї нулњои 
махраљро истисно карда соњаи муайяниро, ки дар он функсия 
бефосила аст, ба панљ фосилањои ),2;( −−∞  ),1;2(−  ),2;1(  ),3;2(  

);3( +∞  људо мекунем. (пункти 1-2-и схема): 

 
Расми 62 а) 

Бо ёрии санљиши бевосита аломати ќимати функсияро дар 
фосилањо  ошкор менамоем (пункти 3)-и схема. 

Натиљањоро дар наќша тасвир менамоем (пункти 4): 

 
Расми 62 в) 

Њалли нобаробарии матлуб якљояшавии фосилањои 
)2;1(),2;(−∞  ва );3( +∞  мебошад. 

Мисоли 2. Нобаробарии ѓайриќатъии 0
1

)32(
≤

+
−

x
xx

 - ро њал 

мекунем. 
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Нулњои сурат ададњои 0 ва 
2
3

 буда, нули махраљ адади  -1 

мебошад. Функсияи касрї –ратсионалии 
1

)32()(
+
−

=
x
xxxf  дар 

тамоми тири ададї бе нули махраљ (яъне адади  -1) муайян ва 

бефосила аст. Нуќтањои  -1; 0 ва 
2
3

-и тирро ба чор фосила људо 

мекунад, ки дар  
),1;( −−∞∈∀x     ,0)(' <xf  

),0;1(−∈∀x     ,0)(' >xf  

,
2
3;0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀x     ,0)(' <xf  

,;
2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞∈∀x     0)(' >xf  

мебошад. Ин натиљаро дар тири ададї тасвир менамоем: 

 
Расми 63 

Ќиматњои 0=x  ва 
2
3

=x  ба њал дохил мешаванд 

(нобаробарии матлуб ѓайриќатъї аст). Аз ин љо њалли нобаробари 
]5,1;0[)1;( ∪−−∞  мешавад. 

Мисоли 3. Соњаи муайянии функсия 45 24 +−= xxy  - ро 
меёбем. 

Њал. Дар асоси хосияти решаи квадратї маљмуи њамаи х – њои 

нобаробарии 045 24 ≥+− xx  - ро ќаноаткунанда соњаи муайянии 
функсияро ташкил медињад. 

Нобаробарии охиринро аз рўи схемаи болої њал мекунем. 

Нулњои бисёраъзогии 45 24 +− xx  решањои муодилаи биквадратии 

045 24 =+− xx  мебошанд. Гузориши tx =2  - ро тадбиќ намуда 
онро њал мекунем: 

,0452 =+− tt   ,4
2
8

1 ==t  ,22,1 ±=x  
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,
2

16255
2,1

−±
=t  ,1

2
2

2 ==t  ,14,3 ±=x  

,
2

35
2,1

±
=t   2;1;1;2 −−  нулњои функсия. 

Ададњои ёфтаамон тири ададиро ба панљ фосилањои 
)2;1)(1;1(),1;2(),2;( −−−−−∞  ва );2( +∞  људо мекунанд. 

Амалиёти минбаъдаамон аз рўи схема (ќимати бисёраъзогиро 
дар ягон нуќтаи дилхоњи њар як фосила њисоб карда, аломаташро, 
ки барои нуќтањои дигари њамон фосилањо доимї нигоњ медоранд, 
ба назар мегирем) ба наќшаи зерин меорад: 

 
Расми 64 

Аз рўи он соњаи муайянии функсияро навишта метавонем: 
).;2[]1;1[]2;()( +∞∪−∪−−∞=yD  

 
Нобаробарињои зеринро бо методи фосилањо њал кунед (485-

487) 
485. а) ;0)4)(3( >−− xx  б) ;0)2)(1( ≥−+ xx  

в) ;0)6)(1)(5,0( <−−+ xxx  г) ;0)7)(2)(5,0( ≥−+− xxx  

д) ;0
9

)2)(1(
2 <

−
−−

x
xx

 е) ;0
)3)(1(

42

≥
−+

−
xx

x
 

ж) ;0
)6)(5(
)4)(3(

<
−−
−−

xx
xx

 з) .0
)5)(2(
)5)(2(

≥
++
−−

xx
xx

 

486. а) ;0437 2 ≥−− xx  б) ;0352 2 <+− xx  в) ;0103 2 >−− xx  

г) ;0982 ≤−− xx  д) ;034 24 ≤+− xx  е) ;023 24 ≥+− xx  

487. а) ;0
)3)(1(

)1()4()4(
2

32

≤
−+

−+−
xx

xxx
 б) ;0

)4(
)3)(2)(1(

23

4

≤
−

+++
xx

xxx
 

в) ;0)1)(3)(4( 32 ≥−+− xxx  г) ;0)3)(8)(1( 34 ≥−+− xxx  

1. Бо иљрои кадом шартњо функсияи )(xf  дар интервал 
аломаташро нигоњ медорад? 

2. Схемаи њалли нобаробарињои ќатъиро аз рўи методи фосилањо 
баён кунед. 

3. Њангоми њалли нобаробарињои ѓайриќатъї чї хел амал 
мекунанд? Мисолњо оред.

? 
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д) ;1
5

2
>

−
−

x
x

 е) .12432123 2323 +−−>−++ xxxxxx  

488. Соњаи муайянии функсияро ёбед: 

а) ;55 23 −−+= xxxy  б) .
1

35
2

2

+
−−

=
x

xxy  

489. Дар кадом ќиматњои х ифода маъно надорад: 

а) ;
)1)(3(

1
2

3

+−

+

xx
x

 б) ?
391

1
2

x
x

x
x

+
−

+
−

 

Машќњо барои такрор 
490. Оё муодила (а)-д)) ва нобаробарињои (е)-и))-и зерин 

баробарќувваанд; 

а) 47142 +=+ xx  ва ;0)2)(5( =−− xx  б) 0232 =+− xx  ва 

;0233 =++ xx  в) 5573 +=− xx  ва ;0)6(2 =+x  г) 

1)12(
5
1

=−x  ва ;1
8

13
=

−x
 д) )5(3)5( 2 −=− xx  ва ;35 =−x  

е) 212 ≥−x  ва ;1)1(2 ≥−x  ж) 0)2)(1( <+− xx  ва ;22 <+ xx  

з) 33)1)(2( +<+− xxx  ва ;32 <−x  

и) xxx 2)3( ≥+  ва .2)3( 22 xxx ≥+  

491. Ифодаи 
1sinsin2

3sin2cossin1
2 −+

−−+
αα

ααα
 - ро содда кунед. 

492. Ба њосили зарб табдил дињед: 

а) ;cossin αα +   б) .3sin2 +α  
493. Барои кадом ќиматњои х ќимати њосилаи функсияи  

)3)(2)(1()( −−−= xxxxf  ба 11 баробар аст? 

494. Суммаи 13...)11()14(17 ++−+−+−  - ро ёбед. 
495. Аз ду шањр, ки масофаи байнашон 700 км аст, дар як ваќт ду 

ќатора ба пешвози якдигар баромаданд. Суръати њаракати як 
ќатора аз дигараш 20 км/соат зиёдтар аст. Агар ќаторањо беист 
њаракат карда баъди 5 соат вохўрда бошанд, онгоњ 
суръатњояшонро ёбед. 

496. Њосилаи функсияњои зеринро ёбед: 

а) ;49 13 xxy −=  б) .sin7cos3 xxy −=  
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§ 15. Баъзе татбиќњои дигари њосила 
45. Њосила дар физика ва техника 

Пеш аз баёни маќсади асосї хотиррасон менамоем, ки 
«њосилаи координата аз рўи ваќт суръат аст» (маънои механикии 
њосила), чунки њангоми 0t →∆  

( ) ( )0tt
x ν

∆
∆∆ν →=tмиёна   00

lim ( )
t

x t
t

ν
∆ →

∆⎛ ⎞=⎜ ⎟∆⎝ ⎠
 

ва барои функсияи дифференсиронидашавандаи )(tx  (ќонуни 

њаракат) ( ) '( )t x tν =  мебошад. 
Азбаски суръати лањзагї функсияи ваќт мебошад, пас њосилаи 

он (чун таѓйирёбии суръат дар фосилаи ваќт) шитоби њаракат 
номида мешавад. 

Агар хати рости координатї амудї ба поён ва мавќеъи 
ибтидоии нуќтаи материалї ба 0 њамљоя шавад, он гоњ 

2

2

м( ) , 9,8 ,
2 сон

gtx t g gtν= = =  

ва ,8,9)(
2сон

м
=ta  яъне шитоб бузургии доимї мешавад. 

Агар њаракати нуќтаи материалї аз рўи ќонуни квадратї, ки 
муодилааш 

2
0 0( )

2
ax t t t xν= + +  

0( 0, (0))a ν ν≠ =  ва )0(0 xx =  аст, ба амал ояд, он гоњ 

0( )t atν ν= +  ва шитобаш '( )t a constν = =  мешавад. 

Агар 0>a  бошад, мо ба њаракати собитшитоб (тезшаванда) ва 
агар 0<a  бошад бо њаракати сустшаванда дучор мешавем. 

Њангоми 0=a  будан њаракати нуќтаи материалї мунтазам 
аст. Бояд ќайд намуд, ки баръаксаш њам љой дорад: агар њаракати 
нуќтаи материалї (ё љисм) аз рўи хати рост ба шитоби доими а доро 
бошад, он гоњ ќонуни њаракат 

00
2

2
)( xtvtatx ++=  

 - ро ќаноат менамояд. 
Баъзе масъалањоеро дида мебароем, ки ба суръату шитоб 

вобаста буда, вале ќонуни њаракаташон квадратї нестанд. Инчунин 
масъалањои физикиеро њал мекунем, ки мазмуни техникї доранд. 
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Масъалаи 1. Суръати љисми ростхатта њаракаткунанда ба 
решаи квадратї аз роњи тайшуда нисбат дорад (масалан њангоми 
озодафтї). Нишон медињем, ки ин њаракат дар зери таъсири ќувваи 
доимї ба амал меояд. 

Њал. Аз рўи ќонуни Нютон ќувваи F – и њаракатро ба амал 
оваранда ба шитоб мутаносиб аст: 

)()(),( txtatakF n=⋅=  

constk =  - коэффитсиенти мутаносибї. Аз баски мувофиќи шарти 

масъала xtx ⋅= λ)('  ва λ  - доимї аст, пас )(txx =  - ро ба назар 
гирифта, онро чун њосилаи функсияи мураккаб дифференсиронида 
(п.42). 

( )
22

)('
2

)())'('()("
2' λλλλλ =⋅⋅=⋅=⋅== x

x
tx

x
txtxtx  

 - ро њосил мекунем. Аз ин љо ќувваи таъсиркунандаи матлуб 

constkF ==
2

2λ
 

мешавад. 
Масъалаи 2. Нуќтаи материалї аз рўи ќонуни tAtx ωsin)( =  

(њаракат характери даврї дошта лаппишњои гармоникиро ба амал 
меорад; ниг. ба мисоли 3 – и §13) њаракат мекунад. Суръат ва 

шитоби онро дар лањзаи ваќти 
ω
π2

=t  меёбем. 

Њал. Дар навбати аввал суръат ва шитобро дар лањзаи 
дилхоњи ваќт меёбем: 

( ) '( ) ( sin ) ' cos ( ) ' cos ,t x t A t A t t A tν ω ω ω ω ω= = = ⋅ =  
2( ) '( ) ( cos ) ' ( sin )( ) ' sin .a t t A t A t t A tν ω ω ω ω ω ω ω= = = − =  

Дар лањзаи 
ω
π2

=t  суръати шитоби матлуб мувофиќан 

ων A=  ва 0=a  (яъне њаракат мунтазам аст) мешаванд. Аз 

вобастагии охирини tAta ωω sin)( 2−=  хулоса кардан мумкин аст, 
ки дар байни шитобу ќонуни њаракат мутаносибї љой дорад: 

., 22 ωω −=⋅−=
x
axa  

Масъалаи 3. Мила дар гирди тир аз марказаш бо ќонуни 
3)( BtAtt +=ϕ  - ро ќаноаткунанда чарх мезанад 
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.2,0;4 3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

сон
радВ

сон
радA  Моменти чархзании М – и ба мила 

таъсиркунандаро дар лањзаи сон.2=е  меёбем, ки агар моменти 

инертсияи мила 2048,0 мкг ⋅=I  бошад. 
Њал. Муодилаи асосии динамикаи њаракати чархзананда 

ε⋅= 1М  аст, ки дар ин љо ε - шитоби кунљиро ифода мекунад. 
барои ёфтани ε аз муодилаи њаракат пай дар пай ду маротиба 
њосила мегирем: 

( ) ( ) .)'()(' 2'3'3 BtABtAtBtAtt +=+=+=ϕ  

( ) .6230)]'('[)(" '2 BtBtBtAttt =⋅+=+== ϕϕ  

Дар лањзаи ,2сонt =  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅⋅==

2сон

рад4,222,06)2("ϕε  ва аз 

ин љо моменти чархзании матлуб 
мнМ ⋅=⋅=⋅= 1152,04,2048,01 ε  

мешавад. 

 
497. Дар гирди тир чархзании љисм бо ќонуни 437)( 2 −−= rttϕ  

мувофиќ аст. Суръати кунљиро дар лањзаи дилхоњи ваќт ва 
њангоми =t 5сон. будан ёбед (кунљ бо радианњо, суръат бо 
радиан дар сония ва ваќт бо сонияњо чен карда мешаванд). 

498. Ќонуни њаракати ростхаттаи нуќтаи материалї 

ttttx 3
3
1

5
1)( 35 +−=  мебошад. Формулањои њисоб кардани 

суръат ва шитоби њаракатро дар лањзаи дилхоњи ваќт тартиб 
дињед. Аз рўи он )(3ν  ва )3(а  - ро ёбед, ки агар ваќт бо 
сонияњо ва кўчиш бо метрњо чен карда шавад. 

499. Нуќтаи материалї ростхатта аз рўи ќонуни 2)( BtAttx +=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

2сон

м

сон.

м 06,0,3 ВA  - ро ќаноаткунанда, њаракат мекунад. 

Суръат ва шитоби нуќтаи материалиро дар лањзаи 01 =t  ва 

1. Тасдиќоти «њосилаи координата аз рўи ваќт суръат аст» - ро 
шарњ дињед. 

2. Мафњуми шитобро бо ёрии њосилањои тартиби яку ду шарњ 
дињед. Мисолњо оред. 

3. Дар кадом њолатњо шитоби њаракати нуќтаи материалї бузургии 
доимиро ифода мекунад? 

?



 233

coн.32 =t  ёбед. Суръат ва шитоби миёна дар се сонияи 
аввали њаракат ба чї баробар мешавад? 

500. Нуќтаи материалї аз рўи ќонуни характери лапишнок доштаи 
ttx 4sin2)( =  њаракат мекунад. Суръат ва шитоби онро дар 

лањзаи ваќти 
2
π

=t  ёбед. 

501. Дар хати рост ду нуќтаи материалї аз рўи ќонунњои 

tttS −= 2
1 2)(  ва 1)( 3

2 += ttS  њаракат мекунад. Дар кадом 
фосилаи ваќт 
а) суръатњои њаракати нуќтањо баробар мешаванд; 
б) суръати њаракати нуќтаи нуќтаи якум аз дуюм калонтар 
мемонад? 

502. Ќонуни њаракати ростхаттаи нуќтаи материалии массааш 

кгт 15=  намуди ttttS 235)( 23 +−=  - ро дорад. Ќувваи ба 

нуќта дар лањзаи 3=t  сония таъсиркунандаи F – ро ёбед. 
503. Кунљи гардиши љисм дар атрофи тир бо таѓйирёбии t аз рўи 

ќонуни 25,01,0)( 2 +−= tttϕ  ба амал меояд. Суръати кунљии 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

сон

рад
бо  чархзании љисмро дар лањзаи сон.10=t  ёбед. 

504. Љисми массааш т=5 кг аз рўи ќонуни 23)( tttS −−=  (S – бо 
метрњо ва t – бо сонияњо чен мешаванд) ростхатта њаракат 

мекунад. Энергияи кинетикии ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2ϑm
 онро баъди 5 сонияи 

њаракаташ ёбед. 
Масъалањо барои такрор 

505. Муодиларо њал кунед: 

а) ;1
2

3sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xπ

  б) .1
2

cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xπ

 

506. Содда кунед: 

а) ;
4

cos
4

cos ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − απααπ  б) .

4
cos

4
cos 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

παπα  

507. Нобаробариро бо методи фосилањо њал кунед: 

а) ;0322 ≤−− xx   б) .012 ≥−− xx  
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508. Барои кадом ќиматњои х ададњои х, ,34 x−  x−3  аъзоњои 
пай дар паи прогрессияи геометрї мешаванд? 

 
509. Суммаи п аъзои аввалаи прогресияи арифметикиро њангоми 

81,31 == naa  ва 40=n  будан ёбед. 

510. Агар 

а)  ;1953)( 2 +−= xxxf  б) 113)( 2 +−= xxxf   

бошад, он гоњ дар кадом ќиматњои х )(' xf  баробари 0 
мешавад. 

 
46. Аломатњои афзуншавї ва камшавии функсия 

Ин ду мафњум ба мо аз синфи 9 шинос аст. Кўтоњакак 
хотиррасон мекунем, ки «функсияи )(xfy =  дар ягон ќисми );( ba  

- и соњаи муайянї (ё дар тамоми нуќтањои )( fD  афзуншаванда 
(камшаванда) номида мешавад, агар дар ин фосила ба ќимати 
калони аргумент ќимати калони (хурди) функсия мувофиќ ояд». Бо 
дигар ибора, функсия дар фосилаи );( ba  афзуншаванда 

(камшаванда) номида мешавад, агар њангоми 12 xx >  будан шарти 

)()( 12 xfxf >  ))()(( 12 xfxf <  иљро гардад. 
Акнун бошад аз формулаи Лагранж *  истифода бурда 

аломатњои афзуншавї ва камшавии функсияро бо ёрии њосила 
исбот мекунем. 

Теорема. Функсияи )(xf  дар фосилаи );( ba  меафзояд (кам 

мешавад), агар дар њар як нуќтаи фосила шарти 0)(' >xf  

)0)('( <xf  иљро гардад. 

Исбот. Дар фосилаи );( ba  ду нуќтањои 1x  ва 2x  - ро бо тарзи 

дилхоњ интихоб мекунем. Барои аёнї фарз мекунем, ки 21 xx <  

)0( 12 >− xx  аст. 

Мувофиќи формулаи Лагранж )(')()(

12

12 cf
xx

xfxf
=

−
−

 

ва аз ин љо 211212 ),()(')(( xcxxxcfxfxf <<−⋅=−  
мешавад. 

                                                
* Формулаи номбурда намуди (c)f'a)(bf(a)f(b) ⋅−=− -ро дорад 
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Агар 0)(' >xf  бошад, он гоњ 0)(' >cf  ва )()( 12 xfxf −  чун 

њосили зарби ду адади мусбат (яъне 0)(' >cf  ва )012 >− xx  калон 

аз 0 мешавад: .0)()( 12 >− xfxf  

Нобаробарии охирин афзуншавандагии )(xf  - ро дар );( ba  
ифода мекунад. 

Њолати камшаванда будан низ њамин тавр исбот мешавад. 
Натиљаи теоремаи исботшуда аз мазмуни геометрии њосила 

њам бармеояд. 
Дар њаќиќат, агар дар ягон фосилаи 0)(' >хf  бошад, он гоњ 

0)(' >== ϕtgkxf  мешавад. Ин бошад мазмуни онро дорад, ки 
расандаи ба хати каљ гузаронидашуда ба боло равона буда, графики 
функсия дар ин фосила «баланд» мешавад, яъне функсия меафзояд. 
(Расми 65). 

Айнан њамин тавр њангоми )(' xftgk == ϕ  будан расандаи 
график ба поён равона буда, худи график дар фосилаи 
муњокимашаванда «паст» мефурояд, яъне )(xf  камшаванда аст 
(Расми 66).  

  
     Расми 65              Расми 66 

Мисоли 1. Фосилањои афзуншавї ва камшавии функсияи 

23)( 3 +−= xxxf  - ро ёфта, графикашро месозем. 

Њал. Маълум, ки );()( +∞−∞=fD  аст. Њосилаи функсияро 

дар фосила ёфта нобаробарињои 0)(' >хf  ва 0)(' <хf  - ро њал 
мекунем. 

Нобаробарии 0)(' >хf  ба 

0)1)(1(,0)1(333)'23()( 223 >+−>−=−=+−= xxxxxxxf  
меорад, ки онро њал карда, ба натиљаи зерин меоем: дар 

);1()1;( +∞∪−−∞∈x  0)( >xf  буда, функсия дар ин фосила 
меафзояд. 
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Нобаробарии 0)(' <xf  ба 033 2 <−x  оварда шуда, ба 

монанди боло њосил мекунем, ки дар )1;1(−∈x  )(xf  кам мешавад. 

 
Расми 67 

Бо маќсади сохтани графики функсия ќимати функсияро дар 
нуќтањои 1±=х  њисоб мекунем: 

0332131)1(,42312)1(3)1()1( 33 =+−=+⋅−==++−=+−−−=− ff  
Азбаски 

=−+−=−−−=−−−=+− )2)(1()1(2)1()22()(23 2233 xxxxxxxxxxx  

= )2()1()2)(1)(1( 2 +−=+−− xxxxx  аст, пас нуќтањои бурриши 

график бо тири 0х (дар ин њолат 0=y  мегиранд) (1;0) ва (-2;0) 
мешаванд. 

Нињоят ќайд мекунем, ки график тири 0у – ро (дар ин њолат 
0=х  гирифтан зарур аст) дар нуќтаи (0;2) мебурад. 
Нуќтањои (-1;4), (-2;0), (0;2) ва (1;0) – ро дар њамвории 

координатї ќайд карда, графики 
функсияи дар фосилањои )1;( −−∞  ва 

);1( +∞  афзуншаванда ва дар фосилаи 

(-1;1) камшавандаи 23)( 3 +−= xxxf  - 
ро месозем (расми 68). 

Барои муайян кардани фосилањои 

афзуншавї (онро бо рамзи ( )↑  ишорат 

мекунем) ва камшавии ( )↓  функсия аз 
рўи дастури зерин амал кардан ќулай 
аст: 

- нуќтањоеро, ки дар онњо њосила 
ба нул баробар аст ё вуљуд надорад, дар тири ададї ќайд мекунем; 

- бо ёрии ин нуќтањо фосилањоеро, ки дар якљоягї соњаи 
муайяниро ташкил дода дар њар якаш )(xf  аломаташро нигоњ 
медорад, муайян мекунем. 

Мисоли 2. Фосилањои афзуншавї ва камшавии функсияи 

x
xxf 1)( += - ро ёфта, графикашро месозем. 

Њал. Барои ин функсия соњаи муайянї њамаи нуќтањои тири 
ададї ѓайр аз нуќтаи 0 аст. 

Расми 68 
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Аз рўи ќоидањои дифференсиронї 2

11)('
x

xf −= - ро њосил 

мекунем, ки дар нуќтањои 1±=x  )(' xf  - ро ба 0 мубадал 

мегардонад. Дар нуќтаи 0=x  функсия ва њосилааш вуљуд надорад, 
пас нуќтањои 1±  ва 0 соњаи муайяниро ба чор фосилањои ),1;( −−∞  

),0;1(−  )1;0(  ва );1( +∞  људо мекунанд. Аломати њосиларо дар њар 
яки ин фосилањо муайян мекунем: 

 
Расми 69 

Аз расм намоён аст, ки функсия дар фосилањои )1;( −−∞  ва 

);1( +∞  афзуншаванда ( )↑  ва дар фосилањои (-1;0), (0;1) камшаванда 

( )↓  аст. 
Њангоми сохтани график дар назар медорем, ки функсия тоќ 

буда, тирњои координатавиро намебурад. 
Нуќтањои )2;1( ±±  ба графики функсия 
тааллуќ дошта абсиссањояшон фосилањои 
афзуншавиро аз камшавї људо мекунанд 
дар атрофи нуќтаи ба 0=x  хеле наздик 

љамъшавандаи 
x
1

 бењад афзуда бењад 

афзуншавии ќимати )(xf  - ро таъмин 
мекунад. 

Дар асоси ин маълумотњо графики 
функсияро месозем (расми 70).  

Мисоли 3. Нишон медињем, ки дар 

тамоми нуќтањои тири ададї функсияи xxy 33 +=  афзуншаванда 

ва xxy 84cos −=  камшаванда аст. 

Њал. а) Азбаски )1(333)'3(' 223 +=+=+= xxxxy  асту дар 

);( +∞−∞  шарти 0)1(3' 2 >+= xy  иљро мешавад, пас, худи функсия 
њам мувофиќи теоремаи исботкардаамон дар тамоми нуќтањои тири 
ададї афзуншаванда мешавад. 

б) Маълум, ки фосилаи );( +∞−∞  соњаи муайянии функсияи 

xxy 84cos −=  - ро ташкил медињад. Азбаски 84sin4' −−= xy  ва 

Расми 70 
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14sin ≤x  аст, пас барои х – и дилхоњ 0)(' <xf  аст. Аз ин љо 

камшавандагии функсия дар маљмўи ададњои њаќиќї бармеояд. 
Дар охир ќайд менамоем, ки фосилањои афзуншавї ва 

камшавии функсияро кўтоњ – фосилањои монотонии функсия њам 
мегўянд. 

Мисоли 4. Фосилањои монотонии функсияи  
23 32 xxy −=  - ро меёбем. 

Њал. Азбаски )6(666' 2 −=−= xxxxy  аст, пас нобаробарии 

0'>y  - ро, ки ба 0)6(6 >−xx  баробарќувва аст, њал намуда 
фосилањои афзуншавиро меёбем: 

0<x  ва .1>x  Нобаробарии 0'<y  ё 

0)6(6 <−xx  - ро њал карда аниќ 
менамоем, ки фосилаи камшавї 

10 << x  аст. 
Графики функсияи 

23 32 xxy −=  дар расми 71 акс 
ёфтааст. Дар он фосилањои 
афзуншавї ва камшавии дар боло 
ёфтаамон, баръало намоён аст. 

 

 
511. Эскизи графики функсияи бефосилаи )(xfy =  - и дар порчаи 

];[ ba  додашударо ёбед, агар 

а) ;1−=a ;6=b 0)(' >xf  дар ;4)6(,0)0(,61 ==<<− ffx  

б) 0)(';2;4 <=−= xfba  дар ;3)5,1(,1)4(,24 −==−<<− ffx  
бошад. 

512. Фосилаи афзуншавї ва камшавии функсияро ёфта графикашро 
созед: 

а) ;32)( −= xxf   и) ;3)( 23 xxxf −=  

б) ;41)( xxf −=   к) ;8
3
2)( 3 xxxf −=  

1. Мафњуми афзуншавї ва камшавии функсияро бе ёрии њосила 
шарњ дињед. Мисолњо оред. 

2. Теоремаро оид ба афзуншавї ва камшавии функсия баён 
намоед. Дар рафти исбот аз кадом формула истифода мебаранд? 

3. Барои муайян кардани фосилањои афзуншавї ва камшавии 
функсия аз кадом дастур истифода мебаранд? Мисолњо оред. 

?

Расми 71 
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в) ;225,0)( −−=xf   л) ;833)( 23 −+−= xxxxf  

г) ;53)( +−= xxf   м) ;9)( 3 xxxf +=  

д) ;352)( 2 +−= xxxf   н) ;12)(
x

xf +=  

е) ;34)( 2 −+−= xxxf   о) ;
1

3)(
−

=
x

xf  

ж) ;1)( 2 ++= xxxf   п) ;11)( 2x
xf +=  

з) ;1)( 2 ++−= xxxf   р) .
2

5)(
x

xxf −
=  

513. Нишон дињед, ки функсия афзуншаванда аст: 

а) ;1004)( 3 −+= xxxf  г) );1()( 2 += xxxf  

б) ;8)( 35 −++= xxxxf  д) ;123)( 579 −++= xxxxf  

в) ;13)(
x

xxf −=   е) .25sin2,0)( xxxf +=  

514. Исбот кунед, ки функсияи )(xg  дар нуќтањои соњаи 
муайяниаш камшаванда аст: 

а) ;9
7
1)( 7 xxxg −−=   в) ;35)( +=

x
xg   д) ;1001)( 3 +−= x

x
xg  

б) ;31)( 3xxg −=   г) ;9)(
x

xxg +
=   е) .63cos)( xxxg −=  

515. Барои кадом ќиматњои а функсияи xaxy sin−=  дар тамоми 
нуќтањои тири ададї меафзояд? 

516. Барои кадом ќиматњои а функсияи 723 23 +−+= xxaxy  дар 
тамоми нуќтањои тири ададї кам мешавад? 

Машќњо барои такрор 
517. Графики функсияро созед: 

а) ;32 −++= xxy  б) .
1
23

−
−

=
x
xy  

518. Р – фоизи адади а – ро њангоми  
а) а=2,5,  Р=240; б) а=14,5,  Р=2,5 
будан, ёбед. 

519. Ифодаро дар намуди бисёраъзогии стандартї нвисед: 
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а) );12()5)(7( 23 −+−+− xxxxx  б) .
22

4)3( 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

bababa  

520. Содда кунед: 

а) ;
2
3

4
12

2

2

−
+

−
−
+

x
x

x
x

 б) .33
222 xy

y
xxy
x

−
−

−
−
−

 

521. Ќуллаи параболаи 1182 +−= xxy  дар кадом чоряк љойгир 
аст? 

522. Аъзои якум ва махраљи аъзоњояш мусбати прогрессияи геометрии 

беохир камшавандаи )( nb  - ро њангоми аъзои дуюмаш ба 
4
1

 ва 

суммааш аз суммаи ( )2
nb  се маротиба зиёд будан, ёбед. 

523. Дарозї ва бари росткунљаро њангоми фарќи ченакњояш ба 5 м 
ва масоњаташ 500 м2 баробар будан, ёбед. 

524. Њосилаи функсияро ёбед: 

а) ;52

x
xy −=   б) .cos3 xxxy −=  

47. Нуќтањои критикї ва экстремуми функсия 
Бояд ќайд кард, ки мо дар синфи 9 борњо ба мафњумњои 

нуќтањои экстремалї ва экстремуми функсия дучор шуда будем. 
Охирин маротиба бо онњо њангоми омўзиши функсияњои 
тригонометрї (боби 2) шинос шудем. 

Акнун мафњуми нишонањои мављудияти экстремумро бо ёрии 
њосила баён мекунем. 

47.1. Маълум, ки барои функсияи дилхоњи дар ягон фосила 
муайян њолатњои имконпазири зерин љой дорад: а) ;0)(' >xf  б) 

;0)(' <xf  в) ;0)(' =xf  г) )(' xf  вуљуд надорад. 
Мисоли функсияњоеро овардан мумкин аст, ки барояшон 

фаќат як ќисми ин њолатњо иљро мешаванд. 
Агар дар п.46 рафтори функсияи дар нуќтањои дохилии ягон 

фосила (аз соњаи муайянї) фаќат шартњои а) ва б) – ро ќаноткунанда 
омўхта шуда бошанд, дар ин пункт рафтори функсияро њангоми љой 
доштани њолатњои в) ва г) тадќиќ мекунем. 

Таърифи 1. Нуќтањои дохилии соњаи муайянии функсияи )(xf  
- ро, ки дар онњо њосилаи тартиби як баробари 0 аст, нуќтаи 
статсионарї* меноманд. 

                                                
*  Статсионарї аз калимаи лотинии "Stationaris" гирифта шуда маънояш 
бењаракат аст. 
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Таърифи 2. Маљмўи нуќтањои статсионарї ва нуќтањои 
дохилии соњаи муайянии функсия, ки дар онњо њосила вуљуд надорад, 

нуќтањои критикї ном доранд (ниг. ба нуќтањои 321 ,, xxx  ва 4x  - и 

расми 72) 
Дар поён нишон медињем, ки 

фаќат дар чунин нуќтањо функсия 
дорои экстремум шуда метавонад. 

Масалан, ба расми 71 (ниг. ба 
п. 46), ки дар он функсияи 

23 32 xxy −=  акс ёфтааст, 
баргашта нуќтањои абсиссаашон 

0=x  ва 1=x  - ро дида мебароем. 
Дар ин нуќтањо њосилаи функсия ба 
0 баробар аст. Дар навбати аввал 

атрофи нуќтаи 0=x  (яъне фосилае, ки ин нуќтаро дар бар 
мегирад) – ро дида мебароем. 

Аз наќша намоён аст, ки ќимати калонтаринашро функсияи 
23 32)( xxxf −=  дар њолати )1;1(0 −∈=x  будан, мегирад. Ќимати 

функсияро, ки ба 0=x  мувофиќ меояд, максимуми он меноманд. 
Айнан њамин тавр 1=x  абсиссаи нуќтаи минимуми функсияи 

23 32)( xxxf −=  мешавад, чунки ќимати он дар њамин нуќта аз 

ќиматњои дилхоњи дигари ягон атрофи 1=x  (масалан (1; 2)) хурд 
аст. 

47.2. Теоремаи Ферма* (нишонаи зарурии мављудияти 
экстремум). Агар нуќтаи 0x  нуќтаи экстремуми функсияи 

дифференсиронидашавандаи )(xf  бошад, онгоњ њосилаи он дар 
њамин нуќта ба 0 баробар аст. 

Исбот. Агар нишон дињем, ки њангоми 0)(' ≠xf  будан 

абсиссаи нуќтаи 0x  экстремуми функсия намешавад, онгоњ 

                                                
* Ферма Пьер (1601-1665) – риёзидон ва њуќуќшиноси франсавї буда дар 
назарияи ададњо асарњои намоён навиштааст. Ў муаммоњои зиёде 
пешнињод кардааст, ки дар байнашон «муодилаи nnn zyx =+  дар ќимати 
натуралии аз ду калон њалњои натуралї надорад» то њоло исботи худро 
наёфтааст. Ў дар физика (аниќтараш дар ќисми оптика) низ як ќатор 
натиљањои назаррас дорад. Ферма асосгузори геометрияи аналитикї 
мебошад. Хонанда як ќатор маълумотњои дигарро аз ќисми маълумотњои 
таърихї ёфта метавонад. 

Расми 72 
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теоремаро исбот кардагї мешавем. Бо ин маќсад аввал )(' xf  - ро 

аввал калон аз 0 мегирем: .0)(' >xf  Онгоњ аз таърифи њосила 

њангоми 0xx →  

)(')()(
0

0

0 xf
xx

xfxf
→

−
−

     .)(')()(lim 0
0

0

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
−

→
xf

xx
xfxf

xx
ё  

Агар 0)(' >xf  бошад, пас худи нисбат њам барои њамаи х – 

њои ба 0x  кифоя наздик мубат мешавад: 

.0)()(

0

0 >
−
−

xx
xfxf

 

Аз нобаробарии охирин њосил мекунем: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−⇒<<

−⇒>>

⇒>
−
−

д.наметавона шуда миннимум нуќтаи

абсиссаибошадагар

д;наметавона шуда максимум нуќтаи

абсиссаибошадагар

000

000

0

0

)()(

)()(

0
)()(

хxxxfxf

хxхxfxf

xx
xfxf

 
Њолати 0)(' <xf  айнан њамин тавр исбот карда мешавад. 

Ќайд. Њосилаи функсияи 13 += xy  дар нуќтаи 0=x  ба 0 
баробар бошад њам, барои функсия нуќтаи экстремалї шуда 
наметавонад. (Расми 73). Функсия дар тамоми нуќтањои тири ададї 

афзншаванда аст, чунки ( ) 03'1)(' 23 >=+= xxxf  мебошад. Барои 
њамин њам теоремаи исбот кардаамон шарти зарурии мављудияти 
экстремум буда, њаргиз шарти кифоягї шуда наметавонад. 

Чї хеле, ки дар боло ќайд кардем, функсия дар нуќтањои 
њосилааш мављуд набуда низ дорои экстремум мешавад. Ба сифати 

мисол функсияи xy 2=  - ро мегирем. Маълум аст, ки функсияи x  

дар нуќтаи 0=x  дорои њосила нест. Вале мушоњидаи бевоситаи 

графики xy 2=  (расми 74) аз он шањодат медињад, ки 0 нуќтаи 

критикї буда, худи функсия дар он дорои минимум аст. 
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 Расми 73  Расми 74      Расми 75 

Нињоят ќайд мекунем, ки агарчанде )1('f  вуљуд надошта 

бошад њам, нуќтаи 1=x  барои функсияи 1)( −= xxf  нуќтаи 
критикї шуда наметавонад (расми 75) . Сабаби асосї дар он аст, ки 

нуќтаи 1=x  нуќтаи дохилии соњаи 
муайянї нест. 

Шарти 0)(' 0 =xf  маънои 

геометрии зеринро дорад: дар нуќтаи 
экстремум функсияи дифференсиро-
нидашавандаи )(xf  расандаи ба 
тири 0х паралелро доро аст (расми 76)  

Теорема (нишонаи кифоягии 
мављудияти экстремум). Агар 

функсияи )(xf  - и дар нуќтаи 0x  бефосила дар фосилаи );( 0xa  

шарти 0)(' >xf  )0)('( <xf  ва дар фосилаи );( 0 bx  шарти 

0)(' <xf  )0)('( >xf  - ро ќаноат намояд, онгоњ 0x  нуќтаи 

максимуми (минимуми) функсияи )(xfy =  мешавад. 
Пеш аз исбот ќайд мекунем, ки шарти теоремаро ин хел њам 

баён кардан мумкин аст: агар дар атрофи нуќтаи 0x  аломати њосила 

аз плюс ба минус иваз шавад, 0x  - нуќтањои максимум ва агар 

аломати њосила аз минус ба плюс таѓйир ёбад, онгоњ 0x нуќтаи 

минимум мешавад. Бо дигар ибора, агар њангоми гузариш аз болои  
нуќтаи 0x  аломати њосила доимї монад, онгоњ функсия дорои 

экстремум намешавад. Хотиррасон мекунем, ки мањз аз њамин сабаб 

нуќтаи 0=x  барои функсияи 13 += xy  нуќтаи экстремалї набуд 

(аломати њосила дар атрофи нуќтаи 0=x  фаќат мусбат буд). 
Акнун ба исботи теорема шурўъ мекунем. 

Расми 76
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Исбот. Бигузор функсияи дар нуќтаи 0x  бефосилаи )(xf  

шарти 0)(' >xf  - ро дар нуќтањои );( 0xa  ќаноат намояд. Онгоњ 

дар асоси теоремаи п.46 функсияи номбурда дар );( 0xa  меафзояд. 

Аз ин љо )()( 0xfxf <  мешавад. дар фосилаи );( 0 bx  функсияи 

)(xf  кам мешавад, чунки дар ин нуќтањо 0)(' <xf  аст. Пас  

мешавад. Њамин тариќ, барои х – њои нобаробари 0x  - и фосилаи 

);( ba  нобаробарии )()( 0xfxf <  иљро мешавад, ки он аз нуќтаи 

максимумро ифода кардани 0x  шањодат медињад. 

Исботи дар боло кардаамон нишонаи кифоягии мављудияти 
максимуми функсия буд. Нишонаи кифоягии мављудияти минимум 
айнан њамин тавр исбот карда мешавад. 

Дар асоси муњокимањои дар боло гузаронидаамон љадвали 
зеринро тартиб додан мумкин аст: 

Аломати ( )f x дар 

атрофии нуќтаи 0x  

№
 б

/т
 

0xx <  0xx >  
Равиши функсия дар нуќтаи 0x  

1 - + Минимум 
2 + - Максимум 

3 - - Экстремум надорад; дар атрофи 0x  функсия 
камшаванда аст. 

4 + + Экстремум надорад; дар атрофи 0x  функсия 
афзуншаванда аст. 

Њангоми тадќиќи функсия оид ба 
экстремум аз рўи дастури зерин амал 
мекунем; 

1). Соњаи муайянии функсияро муайян 
карда њосилаи )(" xf  - ро меёбанд; 

2). нуќтањои критикии функсияро 
ошкор месозанд; 

3). аломати њосилаи функсияро дар 
атрофи нуќтањои критикї муайян мекунанд; 

4). дар асоси нишонаи кифоягии 
мављудияти экстремум хулосањои заруриро 
мебаробаранд. 

Ба дастури характери намунавї 
доштани боло такя намуда истода якчанд 

Расми 77 
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мисолу масъалањоро њал мекунем. 

Мисоли 1. Функсияи xxxy 249 23 +−=  - ро доир ба 
экстремум тадќиќ мекунем. 

1) Чун бисёраъзогии тартиби 3 функсия ва њосилааш дар 
тамоми фосилаи );( +∞−∞  муайяну бефосила аст. )(' xf  - ро 
меёбем: 

.24183)'249(' 223 +−=+−= xxxxxy  

2) Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал карда нуќтањои 
статсионариро ошкор месозем; 

2 23 18 24 0; 6 8 0;x x x x− + = − + =  

1,2 1 23 1, 4; 2.x x x= ± = =   

3)-4). Нуќтањои 2 ва 4 тири ададиро ба се фосила људо 
менамояд. Аломати )4)(2()(' −−= xxxf  - ро дар онњо ошкор 
сохта, ќимати функсияро дар нуќтањои 2 ва 4 – и ба экстремум 
шубњанок њисоб карда таблитсаи зеринро пур мекунем: 

х )2;(−∞  2 (2;4) 4 );4( +∞  
)(' xf  + 0 - 0 + 
)(xf  ↑  20 ↓  16 ↑  

Ху- 
лоса афзуншаванда

∩
max камшаванда 

∪
min  афзуншаванда 

Аз таблитса маълум, ки 20224292)2( 23
max =⋅+⋅−== fy  

ва 169614464424494)4( 23
min =+−=⋅+⋅−== fy  мешавад. Графики 

функсия дар расми 77 тасвир карда шудааст. 

Мисоли 2. Функсияи xxy 22 −=  - ро доир ба экстремум тадќиќ 
мекунем. 

Ин функсия дар тамоми нуќтањои нобаробарии 022 ≥− xx  - 
ро ќаноаткунанда муайян аст. Онро бо ёрии методи фосилањо њал 
карда, );2[]0;()( +∞∪−∞=fD  - ро њосил менамоем. 

)(' xf  - ро аз рўи формулаи ( )
u

yu
2

''
=  - и љадвали 

њосилањо меёбем: 

( ) ( )
2

22
22

222
22

12)(''
22

'2

2

'
2

−

−
=

−

−
=−⋅

−
=−==

x
x

x
xxx

xx
xxxfy  
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Аз 0)(' =xf  муодилаи 01 =−x  њосил мешавад, ки њаллаш 

).(1 fDx ∉=  Нуќтањои 0=x  ва 01 =−x  - и соњаи муайяниро, ки 
дар онњо њосила вуљуд надорад, дар тири ададї ќайд мекунем. Баъд 
аз он, ба монанди мисоли 1 таблитсаи зеринро пур мекунем: 

х )0;(−∞  0 (0;2) );2( +∞  

)(' xf  - вуљуд 
надорад вуљуд надорад + 

)(xf  ↓  0 вуљуд надорад ↑  
Ху- 
лоса камшаванда экстремум 

надорад 
функсия 

муайян нест афзуншаванда 

Функсия дар фосилаи )0;(−∞  фаќат кам ва дар фосилаи 

);2( +∞  фаќат меафзояд. Таѓйирёбии аломат дар атрофи нуќтањои 0 
(аз рост муайян нест) ва 2 (аз чап муайян нест) мушоњида карда 
намешавад, пас функсия дорои экстремум нест (расми 78 бо 
штрихњо соњае нишон дода шудааст, ки функсия номуайян аст). 

Мисоли 3. Экстремуми функсияи )4(3 xxy −=  - ро меёбем. 
Њал. Соњаи муайяниаш фосилаи 

);( +∞−∞  мешавад (чун бисёраъзогии 
дараљаи чор). Њосилаи ёфтамон њам 
чун худи функсия дар њамаи нуќтањои 

)( fD  муайян ва бефосила аст. Онро 

баробари нул кунонида решањои 0=x  
ва 3=x  - ро њосил мекунем, ки оид ба 
экстремум шубњаноканд. 

х )0;(−∞  0 (0;3) 3 );3( +∞  
'y  + 0 + 0 - 

y  ↑  0 ↑  27 ↓  

хулоса афзуншаванда Экстр. 
надорад афзуншаванда

∩
max камшаванда 

Нишондодњои болої шањодат медињанд, ки 0=x  нуќтаи 
экстремум шуда наметавонад Вале дар нуќтаи 3=x  функсия дорои 
максимум аст, чунки дар атрофи он њосила аломаташро аз плюс ба 
минус иваз мекунад. 

27127)34(3)3( 3
max =⋅=−⋅== yy  

Расми 78 
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47.3. Ќайд. Функсияро доир ба экстремум бо ёрии њосилаи 
тартиби дуюм (ва аз он боло) њам тадќиќ мекунанд. Теоремае, ки 
беисбот дар поён меорем характери кифоягї дорад. Аз ин рў онро 
нишонаи дуюми кифоягии мављудияти экстремум низ меноманд. 

Теорема. Бигузор 0)(' 0 =xf  ва дар нуќтаи 0x  0)(" 0 ≠xf  

мављуд бошад. Онгоњ, агар 0)(" 0 >xf  бошад, 0x  - нуќтаи минимум 

ва њангоми 0)(" 0 <xf  будан 0x  - нуќтаи максимуми функсия )(xf  

мешавад. 
Барои ба дурустии теорема боварї њосил кардан функсияи 

xxxy 249 23 +−=  - и дар мисоли 1 дида баромадаамонро, мегирем. 

Маълум, ки 0)4(')2(' == ff  аст. Азбаски 

,186)24183()(" 2 −=+−= xxxf  06)2(" <−=f ва 06)4(" >=f  
аст, пас дар асоси нишонаи дуюми кифоягии мављудияти экстремум 
функсия дар нуќтаи 20 =x  дорои максимум ва дар нуќтаи 4=x  

дорои минимум мешавад. Чї хеле, ки мебинем ин натиља ба 
натиљаи мисоли 1 якхела аст.  

Мисоли 4. Аз рўи нишонаи дуюми кифоягии мављудияти 
экстремум функсияњои зеринро тадќиќ мекунем: 

а) ;43)( 3 +−= xxxf  

б) .168)( 24 +−= xxxf  
Њал. а) Худи функсия (чун бисёраъзогии тартиби се) ва 

њосилааш 33)(' 2 −= xxf  (чун дуаъзогии квадратї) дар тамоми 

маљмўи );( +∞−∞=R  муайяну бефосила аст. Муодилаи 0)(' =xf  - 
ро њал карда нуќтањои статсионариро меёбем: 

.10)1(3
,0330)('

2

2

±==−

=−=

xx
xxf

 

Акнун њосилаи тартиби дуюмро ёфта ќимати онро дар 
нуќтањои 1±  њисоб мекунем: 

0616)1(";606)33()(" 2 >=⋅==−=−= fxxxxf  

ва  06)1(6)1(" <−=−=−f  

Пас, функсия дар нуќтаи 1=x  дорои минимум мешавад: 

;2354131)1( 3
min =−=+⋅−== fy  .2min =y  

Дар нуќтаи х 1−=  бошад, функсия дорои максимум мешавад: 
.6;64314)1(3)1()1( max

3
max ==++−=+−−−=−= yfy  
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б) Чун мисоли а) )( fD  ва )'( fD  тамоми маљмўи R  

мешавад. Муодилаи 0)(' =xf  бошад ба ,0164 3 =− xx  

0)4(4 2 =−xx  меорад, ки аз он нуќтањои 0,2 21 =−= xx  ва 23 =x  - 

и ба экстремум шубњанокро меёбем. 

Њосилаи тартиби ду ва ќиматњои он дар нуќтањои 21, xx  ва 3x  

( )
032)2(",016)0(",032)2("

;1612164)(')(" 2'3

>=<−=>=−
−=−==
fff

xxxxfxf  

мешаванд. Яъне дар нуќтањои 2±  функсия дорои минимум 
)0)2(( min =±= fy  ва дар нуќтаи 0 дорои максимум 

)16)0(( max == fy  мешавад. 

Бо маќсади аёнтар тасвир кардани рафти њал истифодаи 
таблитсаи зерин хеле муфид аст: 

х -2 0 2 
)(' xf  0 0 0 

)(" xf  32 -16 32 

)(xf  
∪

min  
∩

max  
∪

min  

Хулоса 0min =y  0max =y  0min =y  

 
525. Дар расми 79 графики функсияи )(xfy =  кашида шудааст. 

Нуќтањои максимум ва минимуми функсияро ёбед. 
526. Дар расми 80 графики функсияи )(xfy =  акс ёфтааст. 

Нуќтањои критикии функсияро ёбед. 

1. Таърифи минимум ва максимуми функсияро дињед. Мисолњо 
оред. 

2. Кадом нуќтањоро нуќтањои статсионарї меноманд? Нуќтаи 
критикї чист? 

3. Функсия дар кадом нуќтањо ба экстремум шубњанок аст? 
4. Шарти зурурии мављудияти экстреумро баён кунед. Оё натиљаи 
ин шарт њамаваќт нуќтањои ба экстремум шубњанокро дода 
метавонад? Мисолњо оред, ки шарти зарурии мављудияти 
экстремум иљро шавад њам, вале дар х0 функсия дорои 
экстремум намешавад. 

5. Нишонаи кифоягии мављудияти экстремумро баён кунед. 
Мисолњои аёнї биёред. Тарзи бо ёрии њосилаи тартиби ду доир 
ба экстремум тадќиќкунии функсияњоро баён кунед. 

? 
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      Расми 79                                Расми 80 

527. Нуќтањои статсионарии функсияњоро ёбед: 

а) ;3
3 x
xy +=  б) ;

3
1 23 xxxy +−=  в) .cossin xxy −=  

528. Нуќтањои критикии функсияњои зеринро ёбед: 

а) ;)12( 22 −xx     б) ;)2)(1( 3−−= xxy  

в) ;1232248 234 +−+−= xxxxy  г) ;
)4(

16
2xx

y
−

=  

д) ;733 ++= xxy    е) .3 xy =  
529. Нуќтањои экстремум ва экстремали функсияро ёбед: 

а) ;1132 +−= xxy    б) ;1953 2 −+= xxy    в) ;82 xxy +−=  

г) ;5
5 x
xy +=    д) ;18

2 x
xy +=    е) ;61 2xxy −−=  

ж) ;
3
1

4
1 34 xxy −=    з) ;13 3 += xy    и) .12 += xy  

530. Агар 

а) ;82)( 2 xxxf −=    б) ;127)( 3 +−= xxxf    в) ;
1
1)(

+
−

=
x
xxf  

г) ;
63

4)(
+
−

=
x

xxf      д) .10156)( 345 xxxxf ++=  

бошад, онгоњ фосилањои монотонї ва нуќтањои экстремуми 
функсияро ёбед. 

531. Нуќтањои ба экстремум шубњанокро ошкор сохта ќимати 
функсияро дар ин нуќтањо ёбед: 

а) ;
)1(

2)( 2

23

−
+

=
x

xxxf  б) .2sin
2
1sin)( xxxf +=  

532. Оё функсияњои зерин нуќтањои ба экстремум шубњанок доранд: 
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а) ;75 −= xy   б) ;119 xy −=   в) ;2 3 xxy +=   г) ?2
3 x
xy −=  

533. Функсияи  

а) ;)1()( 23 −= xxxf   б) ;13)( 45 −−= xxxf  

в) ;
)2(

4)( 2xx
xf

−
=   г) 

1
)( 2

2

+
=

x
xxf  

 - ро бо ёрии њосилаи тартиби ду доир ба экстремум тадќиќ 
намоед. 

Машќњо барои такрор 
534. Ќатора аз назди одами дар платформа бењаракат истода дар 

муддати 6 сония, аз платформаи дарозиаш 150 м дар муддати 
15 сония гузашт. Суръати њаракати ќатора ва дарозии онро 
ёбед. 

535. Њисоб кунед: 

 а) ;

3
118:

4
15,1

11
3

7
41:

5
725,1:5,03

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 б) .
11
10:

5,1
8
18

5,175,2

875,1
3
12

5,275,3

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−

−

+  

 
536. Касрро содда кунед: 

а) ;
9

152
2

2

−
−+

a
xa

  б) ;
6
352

2

2

−+
−−

bb
bb

 в) .
103

232
2

2

−+
−−

cc
cc

 

537. Исбот кунед, ки суммаи 

)1(
1...

43
1

32
1

21
1

+
++

⋅
+

⋅
+

⋅ nn
 

ба 
1+n

n
 баробар аст. 

538. Муодиларо њал кунед: 

.4
3

1018
2 2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

x
x

x
x

 

539. Чор адади пай дар паи натуралиеро ёбед, ки њосили зарбаш ба 
5040 баробар бошад. 

540. Њосилаи тартиби дуи функсияњоро њангоми 
а) ;2sin34 xxy −=  б) xxy 5cos35 +=  
будан ёбед. 
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541. Исбот кунед, ки функсияи 
x

xy 1
+=  дар фосилаи (-1;1) 

камшаванда аст. 
542. Агар 12 += xy  бошад, онгоњ дар кадом ќиматњои х ифодаи 

yy 8'3 +−  баробари 0 мешавад. 
 

48. Сохтани графики функсия 
Бо маќсади хусусиятњои муњими функсияњоро ба њисоб 

гирифтан ва бехато сохтани (эксизи) графики функсия дохил 
намудани схемаи зерин муфид аст: 

1. Хосияти функсияњои тадќиќшавандаи )(xfy =  - ро ба 
њисоб гирифта соњаи муайянии онро меёбанд. Барои осонии кор 
онро дар фосилаи );( ba  маълум мешуморем: );()( bafD =  (он  
тамоми нуќтањои тири ададиро низ ифода карданаш мумкин аст); 

2. Љуфт, тоќ, даврї будан ё набудани функсияро ошкор 
месозанд. Ин пункт имконият медињад, ки мувофиќан нисбат ба 
тири 0у, ибтидои координата ва ё дар фосилањои муайян симметрї 
будани графикро муайян намоем; 

3. Нуќтањои бурриши графики функсияро бо тирњои 
координата меёбем (яъне ба ёфтани нуќтањои )0(;0( f ) ва )0;( 0x , 

ки барои охиринаш 0( ) 0f x =  аст, машѓул мешавем). Координатаи 
якчанд нуќтањоеро меёбем, ки љойгиршавии графикро дар чорякњо 
ифода кунад; 

4. Муодилаи 0)( =xf  - ро њал намуда фосилањои доимияти 
аломатро муайн мекунем, чунки фаќат њангоми гузариш аз болои 
нулњо* функсия аломаташро дигар менамояд; 

5. Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал карда нуќтањои статсионарии 
функсияро ёфтан мумкин аст. Ба онњо нуќтањои ба соњаи муайянї 
дохилшавандаю, вале дар онњо њосилаи тартиби якаш мављуд 
набударо илова намуда нуќтањои критикиро ошкор сохтан зарур 
аст. Аломати њосилаи функсияро дар атрофи нуќтањои критикї 
муайян намуда фосилањои афзуншавї ва камшавии функсияро 
меёбем; 

                                                
*  Мисолњои зиёде мављуданд, ки њангоми гузариш аз болои нуќтањои 
каниш (яъне нуќтањои бефосилагиро вайронкунанда) аломати ќимати 
худро таѓйир медињанд. 
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6. Характери нуќтањои критикиро омўхта (дар асоси нишонаи 
кифоягии мављудияти экстремум) ќиматњои экстремалии функсияро 
дар ин нуќтањо меёбем; 

7. Рафтори функсияро њангоми ах→  ва by →  (яъне дар 
нуќтањои фосилаи соњаи муайянї) тадќиќ мекунем; 

8. Дар асоси пунктњои 1-7 графики функсияро месозем. 
Ќайд. Њангоми тадќиќи баъзе функсияњо на њамаи пунктњои 

болої истифода бурда мешаванд. 
Масалан, агар њосилаи функсия дар тамоми нуќтањои )( fD  

нобаробари 0 бошад (яъне ё камшаванда ва ё афзуншаванда), онгоњ 
њољат ба тадбиќ аз рўи пункти 6 намемонад. 

Мисоли 1. Графики функсияи 463 2 +−= xxy  - ро месозем. 

Њал. 1. ).;()( +∞−∞=fD  2. Функсия на љуфт аст ва на тоќ, 

чунки барояш шартњои )()( xfxf =−  ва )()( xfxf −=−  дар 

);( +∞−∞  иљро намешаванд. Яъне график ба тири 0у ва нисбат ба 
ибтидои координата симметрї нест. 3. График тири 0х – ро 

намебурад, чунки дискриминанати муодилаи 0463 2 =+− xx  (яъне 
0)( =xf ) манфї аст. График бо тири 0у дар нуќтаи (0;4) бурида 

мешавад. 5. 0)(' =xf  - ро њал мкунем: 

.1,66,066,0)'463( 2 ===−=+− xxxxx  

Азбаски дар фосилаи )1;(−∞  аломати њосила манфї ва дар 

);1( +∞  мусбат аст, пас дар нуќтаи 1=x  функсия дорои минимум 
мешавад: 

.146341613)1( 2
min =+−=+⋅−⋅== yy  

Графики функсия намуди зеринро 
дорад (расми 81). 

Мисоли 2. Функсияи 132
3

2
3

++−= xxxy - 

ро тадќиќ намуда графикикашро месозем. 
Њал: Тадќиќотро аз рўи схемаи 

пешнињодшуда амалї мегардонем. 
1. Функсия чун бисёраъзогї дар тамоми 

);( +∞−∞=R  муайян аст. 
2. Соњаи муайяни нисбат ба 0 симметрї 

буда, вале худи функсия дар он на љуфт асту 
ва на тоќ. Функсия даврї њам нест, чунки Расми 81 
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барои ихтиёри )()();( xfxfRx ≠++∞−∞=∈ ω  

3-6. График тири 0у – ро (яъне 0=x ) дар нуќтаи (0;1) 
мебурад. 

Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал мекунем: 

.3,1,0)3)(1(,034 21
2 ===−−=+− xxxxxx  

Аз рўи ин ду нуќтаи ба экстремум шубњанок љадвали зеринро 
тартиб медињем: 

х )1;(−∞  1 (1;3) 3 );3( +∞  

)(' xf  + 0 - 0 + 

)(xf  ↑  3
7  ↓  1 ↑  

Хулоса афзуншаванда
∩

max камшаванда
∪

min афзуншаванда

Ќимати функсия дар фосилаи )1;(−∞  аз -∞ то 
3
7

 меафзояд 

(аломатњо дар нугњои порчањо гуногунанд!), пас фаќат дар њамин 
фосила (аниќтараш дар )1;()0;1( −∞∈−  муодилаи 0)( =xf  расо як 

реша дошта метавонад. Онро бо 0x  ишорат карда ))0;1(( 0 −∈x  

муайян менамоем, ки график тири 0х – ро дар нуќтањои )0;( 0x  

мебуридааст. 
Аз тарафи дигар графики функсия дар нуќтањои абсиссаашон 

тааллуќи фосилаи );( 0x−∞  дар чоряки сеюми нимњамвории поёни 

тири 0х ва дар нуќтањои абсиссаашон тааллуќи );( 0 +∞x  буда дар 

нимњамовории аз тири 0х боло љойгир мешаванд. 
Нињоят аз љадвал чунин бармеояд, ки функсия дар фосилањои 
)1;(−∞  ва );3( +∞  афзуда, дар фосилаи (1;3) кам мешавад. Яъне дар 

атрофи нуќтањои 1 ва 3 њосила аломаташро иваз мекунад ва  

1)3(,
3
7)1( minmax ==== fyfy  

мешавад. 
7. Маълум, ки њангоми −∞→x  −∞→y  ва њангоми 
+∞→x  .+∞→y  
8. Дар асоси маълумотњои 1-7 эксизи график намуди расми 82 

– ро мегирад. 
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Мисоли 3. Функсияи 
2
)1( 2

−
+

=
x
xy -ро тадќиќ 

карда графикашро месозем. 
Њал. );2()2;()( +∞∪−∞=fD  

1. Бефосилагиаш дар нуќтаи 2=x  
вайрон мешавад, яъне адади 2 абсиссаи нуќтаи 
каниш буда, хати каљи графикро 
ифодакунанда дар он канда мешавад. 

2. Функсия на даврї, на љуфт ва на тоќ 
аст, яъне график ба ягон хел хосиятњои симметрї доро  нест. 

3. График тирњои координатиро дар нуќтањои (-1;0) ва 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1;0  мебурад. 

4. Функсия дар фосилањои )1;( −−∞  ва )1;( −−∞  ва )2;1(−  
ќиматњои фаќат манфї (яъне график дар нимњавории дар поёни 
тири 0х воќеъ буда, љойгир аст) ва дар ќиматњои );2( +∞  ќиматњои 
фаќат мусбат мегирад (яъне график дар нимњамвории дар болои 
тири 0х воќеъ буда, љойгир аст) 

5;6. Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал мекунем: 

.
)2(

)5)(1(
)2(

)142)(1(
)2(

)1()2)(1(2
2
)1()('

22

2

2'2

−
−+

=
−

−−−+
=

=
−

+−−+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

=

x
xx

x
xxx

x
xxx

x
xxf

 

.5,1,0)5)(1(0
)2(

)5)(1(0)(' 212 =−==−+⇒=
−

−+
⇒= xxxx

x
xxxf  

Бо маќсади ёфтани фосилањоњои монотонї ва экстремуми 
функсия љадвали зеринро тартиб медињем: 

х )1;( −−∞ -1 (-1;2) 2 (2;5) 5 );3( +∞  

)(' xf  + 0 - Вуљуд 
надорад 

- 0 + 

)(xf  ↑  0 ↓  
Вуљуд 
надорад ↓  12 ↑  

Ху-
лоса 

афзун-
шаванда ∩

max камша-
ванда

Экст. нест камша-
ванда ∪

min  афзунша-
ванда 

Аз таблитса аён аст, ки (-1; 0) нуќтаи максимуми функсия ва 
(5;12) – нуќтаи минимуми функсия мешавад. 

Расми 82
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7. Њангоми 2→x  ∞→y  мекунад. 
8. Натиљаи пунктњои 1-7 – ро љамъбаст намуда графики 

фуксияро месозем, ки он дар расми 83 акс ёфтааст. 

Мисоли 4. Функсияи xxy 2sin
2
1sin −=  - ро тадќиќ намуда 

графикашро месозем. 
Њал. 1. Соњаи муайянї ва бефосилагии (чун суммаи 

алгебравии функсияњои бефосила) функсия тамоми нуќтањои тири 
аддаї мешавад. 

2-4. Функсия тоќ аст, чунки дар соњаи нисбат ба 0 симетрии 
);( +∞−∞  шарти 

)(2sin
2
1sin2sin

2
1sin)2sin(

2
1)sin()( xfxxxxxxxf −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=+−=−−−=−

иљро мешавад. Пас, графикаш нисбат ба ибтидои координата 
симметрї аст. 

Функсия даврї буда давраш 2ω π=  аст. Аз ин рў тадќиќотро 
фаќат дар порчаи ];[ ππ−  гузаронида, графикашро сохта натиљаро 
(дар асоси хосияти давригї) ба тамоми тири 
ададї давом медињем. 

Тоќ будани функсия имконият медињад, 
ки графикро на дар тамоми ];[ ππ−  балки дар 

];0[ π  созему баъд онро нисбат ба ибтидои 
координата симметрї инъикос намоем ва баъд 
даврї будани )(xf  - ро ба њисоб гирем. 

Њамин тариќ, минбаъд тадќиќотро дар ];0[ π  
мегузаронем. 

Барои ёфтани абсиссаи нуќтањои бурриш 
бо тири 0х муодилаи 

02sin5,0sin =− xx  
- ро њал мекунем. 
Аз он 0cossinsin =⋅− xxx  ва ё 

0)cos1(sin =− xx  

- ро њосил мекунем. Дар порчаи номбурдаи ];0[ π  муодилаи охирин 

ду решањои 01 =x  ва π=2x  - ро дорад. Яъне графики функсия 
тири 0х – ро дар ягон нуќтаи дохилии порча намебурад. 

Дар фосилаи );0( π  функсия фаќат ќимати мусбат гирифта  
графикаш дар нимњамвории болои тири 0х љой мегирад (дар 

Расми 83
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)0;( π−∈∀х  бошад 0)( <xf  шуда, графикаш дар нимњамвории 
поёнї мавќеъ дорад). 

Дар нўгњои порча 0)()0( == πff  мешавад. 
5,6. Барои ба фосилањои монотонї ноил гаштан муодилаи 

0)( =xf  - ро њал мекунем: 

.
2
1cos,1cos

,01coscos2
,01)2cos1(cos

,02coscos

2

==

=−−

=++−
=−

xx

xx
xx

xx

 

Аз муодилаи якум 0=x  ва аз дуюмаш 
3

2
2

π
=x  - ро меёбем. 

Нуќтаи 
3

2π
 сегменти ];0[ π  - ро ба ду сегментњои ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

3
2;0 π

 ва 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ ;

3
2

 људо мекунад. 

Дар нуќтањои сегменти якум нобаробарии 
02coscos)(' ≥−= xxxf  иљро мешавад. Пас, функсия дар он 

меафзояд. 
Азбаски дар нуќтањои сегменти дуюм шарти 0)(' ≤xf  иљро 

мешавад, пас дар он функсия кам мешавад. 

Дар атрофи нуќтаи 
3

2π
=x  афзуншавї ба камшавї иваз шуда 

функсия дорои максимум аст: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
sin

2
1

3
sin

3
4sin

2
1

3
2sin

3
2

max
πππππππfy

4
33,

4
33

2
3

2
3

3
sin

2
3

3
sin

2
1

3
sin max ==⋅==+= yπππ

 

(дар нуќтаи 
3

2π
−=x  функсия дорои минимум аст): 

.
4

33
3

2
min −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πfy  
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7. Барои тарњи (эксиз) дурусти графикро сохтан љадвали 
зерини баъзе ќиматњои функсияро меорем: 

х 0 
4
1arccos

2
π

 
3

2π
 π  

)(xf  0 
4
3

≈  1 
4

33
 0 

8. Графики функсия намуди зеринро дорад: 

 
Расми 84 

 

 
 
543. Аз рўи графики функсияи )(xfy =  - и дар расми 85 

тасвирёфта 
а) соњаи муайянї ва таѓйирёбии функсия; 
б) нулњои функсия 
в) фосилањои афзуншавї ва камшавии функсия; 
г) ќимати экстремалии функсия 
 - ро ёбед. 

 
Расми 85 

 

1. Барои сохтани графики функсия бо ёрии њосила аз рўи кадом 
схема амал мекунанд? 

2. Оё истифодаи њамаи 8 пункт дар тадќиќи функсияњо њатмист? 
3. Мисоли функсияњоеро оред, ки барояш дастури пешнињодшуда 
характери намунавиро дорад. 

? 
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544. Дар порчаи ]5;2[−  тарњи графики функсияи бефосилаи 

)(xfy =  - ро аз рўи маълумотњои љадвали 

х -2 (-2;1) 1 (1;4) 4 (4;5) 
)(' xf   + 0 - 0 + 
)(xf  -2 ↑  3 ↓  0 ↑  
ва шартњои ,0)1( =−f  ,0)4( =f  ,2)0( =f  1)5( =f  созед. 

545. Графики функсияи квадратиро созед: 
а) ;1123)( 2 +−= xxxf   б) ;235)( 2 −−= xxxf   в) ;2)( 2 xxxf −=  

г) ;
3
12

2
3)( 2 −+−= xxxf   д) ;44)( 2 −+−= xxxf    

е) ;3
5

)(
2

+−= xxxf ж) ;43)( 2xxxf −−=    

з) ;473)( 2 +−= xxxf   и) ;522)( 2 +−−= xxxf  

к) ;13246)( 2 +−−= xxxf   л) .18)( 2 ++= xxxf  
546. Функсияро тадќиќ намуда графикашро созед: 

а) ;572 3 +−= xxy   б) ;33 xxy −=   в) ;693 3 +−= xxy  

г) ;42
3
1 23 xxxy +−=   д) ;23 xxy +=   е) ;23 24 +−= xxy  

ж) ;23 24 −−= xxy   з) ;24 xxy −=   и) ;
3
12,0 35 xxy −=  

к) ;4
5

12 35 xxy −=   л) ;5 45 xxy −=   м) ;164

x
xy −

=  

н) ;
)4(

16
2 −

=
xx

y   о) ;2)( xxxf −+=   п) .1 xxy −=  

547. Функсияи тригонометриро тадќиќ карда графикашро созед: 

а) ;
2

sin2 xy =   б) ;2cos
2
1 xy =    

в) ;cos1 xy +=   г) .sin1 xy +−=  
Машќњо барои такрор 

548. Ќимати решаро ёбед: 

а) ;
164

124165 22 −
   б) ;

73
76149 22 −

   в) .
112176

288
22 −
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549. Моњигир бо ќаиќ аз пункти А ба болооби дарё (яъне муќобили 
љараён) њаракат кард. Баъди 6 км – ро тай намудан белњои 
ќаиќрониро ба як тараф гузошта ў бо моњигирї машѓул шуд. 
Љараёни дарё ќаиќро баъди 4 соату 30 даќиќа аз пункти А 
баромаданш боз ба мавќеъи аввала овард. Агар суръати дарё 2 
км/соат бошад, суръати ќаиќро дар оби ором ёбед. 

550. Муодилањои зеринро њал кунед: 

а) ;2
2

21
4
15

=
+

−
+

x
x

 б) .3
1
30

3
16

=
−

+
− xx

 

551. Хатогиро дар исботи зерин нишон дињед: 

;
4
814525

4
813616;45203616 +−=+−−=−  

;
2
9

2
9525

2
9

2
9424

2
2

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⋅−  

.522;
2
95

2
922;

2
95

2
922

22

=⋅−=−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅  

552. Графики функсияи )(xfy =  - и дар сегменти ];[ ba  
бефосиларо дар њолатњои зерин созед: 
а) ,4−=a  ,2=b  ,2)4( −=−f  )(xf  дар порчаи ]0;4[−  

афзояду дар ]2;1[  функсияи xxf =)(  - ро ифода кунед; 

б) ,1=a  ,6=b  2)6( =f   дар ]2;1[  2)( xxf = - ро ифода 

намуда ]6;2(  кам шавад. 

553. Муодилаи расандаро ба хати каљи 13 += xy  дар нуќтаи 10 =x  

тартиб дињед. 
 

49. Ёфтани ќиматњои калонтарин ва хурдтарини функсия 
Дар амалия масъалањоеро њал кардан зарур меояд, ки дар 

онњо ёфтани ќимати калонтарин ва ё хурдтарини функсия дар ягон 
порча зарур аст. 

Духтани курта аз рўи як миќдор мовут бо назардошти сарфи 
камтарин, ёфтани ќимати росткунљаи масоњаташ калонтарин аз 
байни росткунљањои периметрашон баробар ва њоказо мисоли 
чунин масъалањоянд. 

Функсияи 12 24 ++= xxy  - ро дар порчаи ]1;2[−  дида 
мебароем, ки графикаш дар расми 86 акс ёфтааст. Ќимати 
калонтаринро дар ],1;2[−  ки ба 2 баробар аст, функсия дар ду 
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нуќтањои 1−=x  ва 1=x  мегирад. Ќимати хурдтаринро бошад, ки 
ба -7 баробар аст, дар нуќтаи 2−=x  ќабул 
менамоянд. Нуќтаи 0=x  нуќтаи минимуми 
функсия мешавад. Яъне чунин атрофи нуќтаи 

0=x  мављуд аст, ки (масалан, фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1;

3
1

) 

ќимати хурдтаринро функсия фаќат дар нуќтаи 
0=x  мегирад. Вале дар порчаи дарозии нисбат 

ба ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1;

3
1

 калонтарини ]1;2[−  ќимати 

хурдтаринро функсия на дар нуќтаи минимум, 
балки дар аввали порча (яъне дар нуќтаи 2=x ) 
мегирад: 7)2( −=−f  

Њамин тариќ, аз мисоли гирифтаамон чунин 
мебарояд, ки барои ёфтани ќимати калонтарину 
хурдтарини функсия дар порча зарур аст, ќиматњои 

онро дар нуќтањои макисмуму минимум ва охирњои порча муќоиса 
намоем. 

Исбот намудан мукин аст, ки функсияи )(xfy =  - и дар 

порчаи ];[ ba  муайяну бефосила дар порчаи номбурда ба ќимати 
калонтарин ва хурдтарин соњиб мешавад. 

Ин тасдиќот ба Вейерштрас* таалуќ дорад. 
Барои ошкор сохтани ќоидањои умумии ёфтани ќимати 

калонтарин ва хурдтарини функсия омўзиши ду мавридњои 
имконпазири зерин хеле муфид аст. 

1°. Мавриде, ки функсияи )(xf  дар ];[ ba  нуќтаи критикї 
надорад. Дар ин маврид функсия ё фаќат меафзояд (расми 87) ё 
фаќат кам мешавад (расми 88). 

                                                
* Вейерштрасс Карл Теодор Вилгелм (1815-1897) – риёзидони немис. Аз 
солњои тањсил дар гимназия, ки онро ба љои 7 сол дар 5,5 сол ба итмом 
расонд, ба риёзиёт мароќи зиёд дошт. Дар соњањои гуногуни математика 
(геометрияи дифференсиалї, алгебраи хаттї, њисоби вариатсионї, 
назарияи функсияњои бисёртаѓйирёбандаи комплексї…) теоремањои 
классикиро исбот намудааст. Корњои илмии ў дар асоснокунї ва бунёди 
назарияи ќатъии анализи математикї маќоми бузург бозидаанд. 

Расми 86 
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  Расми 87                       Расми 88 

Мушоњида нишон медињад, ки ќиматњои калонтарин ва 
хурдтарини функсияи )(xf  дар порчаи ];[ ba  аз ќиматњои )(xf  
дар нугњои порча (яъне дар нуќтањои а ва b) иборатанд. 

2°. Мавриде, ки )(xf  дар ];[ ba  шумораи охирноки нуќтањои 

критикї дорад. Ин нуќтањо дар якљоягї бо а ва b порчаи ];[ ba  - ро 
ба порчањои миќдорашон охирнок људо мекунанд. Нисбати њар 
кадоми ин порчањо мулоњизањои дар 1° критикии дурустанд. 

Њамин тариќ, дар ин њолат нуќтањои калонтарин ва 
хурдтарини функсия дар нуќтањои критики функсия ё дар нуќтањои 
а ва b њосил мегарданд. 

Дар асоси гуфтањои боло схемаи зеринро пешнињод менамоем: 

1). Њамаи нуќтањои nxxx ,...,, 21  - и шумораашон охирноки ба 

экстремум шубњаноки функсияро меёбем. 
2). Ќимати функсияро дар њар яки онњо ва дар нугњои порчаи 

];[ ba  яъне ),( 1xf  ),(),...,( 2 nxfxf  ),(af  )(bf  меёбем; 

3). Ќиматњои ёфтаи функсияро муќоиса карда аз байнашон 
калонтарин ва хурдтаринашро интихоб мекунем (ин ду адад – ду 
хати горизонталї – сарњадеро ифода мекунанд, ки дар байнашон 
њамаи ќиматњои )(xf  - и абсиссаашон ];[ ba  љойгир мешавад). 

Мисоли 1. Ќиматњои калонтарин ва хурдтарини функсияи 

52 24 +−= xxy  - ро дар порчаи ]3;2[−  меёбем. 

Њал. 1). )(' xf  - ро ёфта ба нул баробар мекунем: .0)(' =xf  
Аз  он 

1,1,0,0)1)(1(4,0)1(4,044 321
23 =−===+−=−=− xxxxxxxxxx  

- ро њосил мекунем. 
2) Ќиматњои )1(),0(),1(),2( ffff −−  ва )3(f  - ро меёбем: 

.68)3(,4)1(,5)0(,4)1(,13)2( ====−=− fffff  
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Расми 89 

3) Муќоисаи бевоситаи ададњои 13, 4, 5, 4 ва 68 ба натиљаи 
матлуби зерин меорад: 

,68)3( == fyкалонтарин  .4)1( =±= fyхурдтарин  

Мисоли 2. Андозањоеро меёбем, ки аз рўяшон ба доираи 
радиусаш R росткунљаи масоњаташ калонтарин љой гирад. 

Њал. Ба сифати аргумент яке аз тарафњои росткунљаро 
интихоб намуда, онро бо х ишорат мекунем. Онгоњ тарафи дигари 
росткунља (аз рўи теоремаи Пифагор) ба 

22)2( xR −  ё 224 xR −  

ва масоњаташ ба 224 xRxS −⋅=  баробар мешавад. Аён аст, ки х 

дар порчаи ]2;0[ R  таѓйир меёбад. Аз ин рў њалли масъала ба 
ёфтани ќимати калонтарини функсияи 

224)( xRxxS −⋅=  дар порчаи ]2;0[ R  
меорад.  

Њосила 
22

2
22

2
4)('

xR
xxRxS

−
−−=  

аст. Вай њангоми Rx 2=  будан вуљуд 
надорад. 

Акнун њамон ќиматњоеро меёбем, ки 
барояшон 0)(' =xS  мешавад: 

2
2 2

2 2

2 2 2

2 2

4 0,
2

4 0

2 , 2.

xR x
R x

R x x

x R x R

− − =
−

− − =

= = ±

 

Азбаски мувофиќи шарт Rx 20 ≤≤  аст, пас ќиматњои 

функсияи )(xS  - ро дар нуќтањои ,01 =x  22 Rx =  ва Rx 23 =  

ёфтан кифоя аст: 

( ) .2422,0)2()0( 222 RxRRRSRSS =−⋅===  

Аз байни ќиматњои ёфтаамон калонтаринаш 22R  мебошад. 

Њангоми яке аз тарафњои росткунља 2R  будан, дигараш њам 

,22244 22222 RRRRxR ==−=−  яъне тарафњо ба њам 
баробар мешаванд. 
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Аз ин љо хулосаи зерин дуруст аст: дар байни росткунњои 
дарункашидашуда масоњати калонтаринро квадрат дорад. 

Мисоли 3. Шоссе равиши њаракатро аз ѓарб ба шарќ муайян 
мекунад. Аз шоссе дар масофаи 9 км ба тарафи шимол дуртари 
мањал, гурўњи геологон ва дар масофаи 15 км ба тарафи шарќу аз 
нуќтаи ба гурўњ наздиктарини шоссе, маркази ноњия љойгир аст. 
Гурўњ ба маркази ноњия алоќачии велосипедсаворро фиристод, ки 
дар мањал бо суръати 8 км/соат ва дар шоссе бо суръати 10 км/соат 
њаракат мекунад. Алоќачї бояд аз рўи кадом маршрут њаракат 
кунад, то ки ваќти камтарин сарф шавад? 

Њал. Дар навбати аввал наќшаро мекашем, ки дар он Р 
мавќеъи гурўњи геологон, хати рости l  - шоссе В – маркази ноњия ва 
РМВ – роњи њаракати алоќачиро ифода мекунад (Расми 90). 

Мувофиќи шарти масъала РА=9 км ва АВ=15 км буда, 
мавќеъи нуќтаи М дар байни нуќтањои А ва В алњол маълум нест. 
Бо t  ваќти њаракати алоќачиро аз пункти Р то В ифода мекунем. 

Бигузор )0( ≥= xxAM  бошад. Аз рўи шарти масъала М 
мавќеъи дилхоњро дар порчаи АВ гирифта метавонад. Пас, сарњади 
аниќи таѓйирёбии х сегменти 150 ≤≤ x  мешавад. 

Азбаски 222 81 xAMPAPM +=+=  

аст, пас ваќти ба тай кардани ин масофа сарфшуда 
8

91 2

1
xt +

=  

мешавад. 
Инчунин, xMB −= 15  буда, ваќти сарфкардаи алоќачї дар 

ин ќисми роњ ба 
10

15
2

xt −
=  баробар аст. 

Ваќти умумии сарфшуда 
10

15
8

81 2

21
xxttt −

+
−

=+=  

мешавад. 

Њамин тариќ, мо функсияи 
10

15
8

81)(
2 xxxt −

+
−

=  - ро њосил 

кардем, ки мувофиќи шарти масъала ќимати хурдтаринашро дар 
]15;0[  ёфтан зарур аст. 
Бо ин маќсад њосилаашро ёфта 
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( )

10
1

818
1)(',

10
1

818
1

)10(
10
1

81
2

8
1)'15(

10
181

8
1)('

22

2

'
2

−
+

⋅=−
+

⋅=

=−+
+

⋅=−++=

x
xxt

x
x

x
xxxxt

 

онро ба нул баробар карда муодилаи њосилшударо њал 
мекунем: 

),81(64100
81810

,081810

,0
10
1

818

22

2

2

2

xx
xx

xx

x
x

+=

+=

=+−

=−
+

 

км.12),0(144
,816436

,816464100
,648164100

2

2

22

22

=≥=

⋅=

⋅=−

+⋅=

xxx
x

xx
xx

 

Ќимати )15;0(12∈=x  аст ва дар атрофи он аломати њосила 
аз минус ба плюс иваз мешавад. Муќоисаи бевоситаи ќиматњои 

625,2
40

105)0( ==t  

175,2
40
87)12( ==t  ва 

187,2
40
3065)15( ≈=t  

ба он оварда мерасонад, ки 
функсияи )(xt  фаќат њангоми 12=x  будан, ба ќимати хурдтарин 
доро мешавад. 

Њамин тариќ, алоќачии велооспедрон ваќти камтаринро аз 
мањали љойгиршавї то маркази ноњия фаќат дар њолате сарф 
мекунад, ки агар аз километри 12 – уми шоссе сар карда (мавќеъи 
нуќтаи М) 3 км – и охиринашро (МВ) тай намояд. 

Ќайд. Њангоми њалли масъалањо баъзан эњтиёљот ба ёфтани 
ќимати калонтарин ва хурдтарин на дар порча, балки дар фосила ба 
миён меояд. Инчунин мисоли функсияњое вомехўранд, ки дар 
фосилаи додашуда фаќат як нуќтаи статсионарї дорад: ё нуќтаи 
максимум ё минимум. Онгоњ дар нуќтаи ягонаи максимумро 
ифодакунанда функсия ба ќимати калонтарин ва дар нуќтаи ягонаи 
минимумро ифодакунанда функсия ба ќимати хурдтарин соњиб 
мегардад (ниг. ба расмњои 91 ва 92). 

Расми 90 



 265

 
Расми  91    Расми 92 

Мисоли 4. Адади 50 – ро ба намуди суммаи ду адади мусбати 
бутун чунон менависем, ки кубњояшон хурдтарин бошад. 

Њал. Агар љамъшавандаи якумро бо х ишорат кунем, он гоњ 
дуюмаш x−50  мешавад. Мувофиќи шарт функсияи 

33 )50()( xxxf −+=  - ро њосил мекунем, ки барояш 

050,0 >−> xx  аст. 
Њамин тариќ, масъала ба ёфтани њамин гуна ќимати х оварда 

расонида шуд, ки дар он функсияи 33 )50()( xxxf −+=  дар 
фосилаи (0;50) ќимати хурдтаринро мегирад. 

Њосилаи функсияро меёбем: 

.7500300)50(33)(' 22 −=−−= xxxxf  

Нуќтаи ягонаи статсионариаш 25=x  мешавад, ки дар 
нуќтањои атрофаш њосила аломатро аз «–» ба «+» иваз мекунад. 
Функсия дар нуќтаи 25=x  дорои минимум мешавад ва азбаски он 
ягона аст, ќимати хурдтаринро ифода мекунад: 

.312502525)2550(25)25( 3333 =+=−+=f  
Њамин тариќ, навишти адади 50 дар шакли суммаи 25+25 

суммаи кубњои хурдтаринро дорад. 

 

1. Дар зери мафњуми ќиматњои калонтарин ва хурдтарини функсия 
чиро мефањмед? Муњокимарониро бо наќшањо асоснок кунед. 

2. Аз рўи кадом схема ќимати калонтарин ва хурдтарини 
функсияњоро меёбанд? 

3. Агар функсияи )(xf  дар порчаи ];[ ba  бефоёсила бошаду ягон 
нуќтаи критикї надошта бошад, онгоњ нисбати ќимати 
калонтарину хурдтарин чињо гуфтан мумкин аст? 

4. Агар дар фосилаи ( );a b  функсия дорои нуќтаи ягонаи 
статсионарї бошад, онгоњ дар кадом маврид он дорои ќимати 
хурдтарин мешавад? 

? 
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554. Аз рўи графики функсия (ниг. ба расмњои 93-94) нуќтањои 
экстремум ва ќиматњои калонтарину хурдтарини функсияро 
ёбед. 

 
Расми 93      Расми 94 

555. Экстремуми функсияи 

а) 23)( 24 +−= xxxf  - ро дар порчаи ;
2
1;

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−  

б) 45 5)( xxxf −=  - ро дар порчаи [ ];5;3  

в) 693)( 3 +−= xxxf  - ро дар порчаи [ ];0;2−  

г) xxxf sinsin)( 2 −=  - ро дар порчаи [ ]π;0 ёбед. 
556. Ќимати калонтарин ё хурдтарини функсияро дар фосилањои 

нишондодашуда ёбед: 

а) ;0,16)( 2
2 +∞<<+= x

x
xxf   б) .0,2)( 2 <<∞−−= xx

x
xf  

557. Адади 16 – ро ба ду љамъшавандаи мусбати бутун чунон људо 
кунед, ки њосили зарбашон калонтарин бошад. 

558. Адади мусбати ѓайринулиеро ёбед, ки дар љамъ бо адади 
чаппааш суммаи хурдтаринро медињад. 

559. Њамин хел адади мусбатеро ёбад, ки дар фарќ бо кубаш 
калонтарин бошад. 

560. Ададеро ёбед, ки дар љамъ бо квадраташ суммаи хурдтаринро 
дињад. 

561. Ќонуни њаракати ростхаттаи нуќтаи материалї 

32

3
223)( ttttS +−=  аст (S – роњ бо метрњо). Дар кадом 

лањзаи ваќт суръати њаракат калонтарин буда, ба чї баробар 
аст? 

562. Барои ба панљараи дарозиаш 160 м ињота кардани майдончаи 
росткунљашакли наздињавлигии масоњаташ калонтарин 
андозањояшро чї хел гирифтан зарур аст? 

563*. Бурриши тоннел росткунљашакл буда, дар намуди нимдоира 
тамом мешавад. Периметри бурриш 18 м аст. Барои он ки 
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масоњати бурриш калонтарин бошад, радиуси доира бояд 
чанд метр гирифта шавад? 

564. Дар нимдоираи радиусаш R  росткунљаи масоњаташ 
калонтарини дарункашидашуда љой гирифтааст. Андозаи 
росткунљаро муайян кунед. 

Машќњо барои такрор 
565. Муодиларо њал кунед: 

а) ;
2
2342 x

x
x +

=
−

 в) ;0
53

2 2

=−
−

x
x
x

 

б) ;
6
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2
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=

+ x
x

x
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x
x
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+
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566. Сурати каср аз махраљаш 2 воњид хурдтар аст. Агар суратро як 
воњид кам карда, махраљашро 3 воњид зиёд кунем, он гоњ касре 

њосил мешавад, ки ба 
4
1

 баробар аст. Касрро ёбед. 

567. Оё муодилањои 1112 =−x  ва 183 =x  баробарќувваанд? 
568. Ронандаи автобус 120 км масофаро дар як муддати муайяни 

ваќт тай карданї буд. Баъди як соати њаракат ба муддати 15 
даќиќа автобусро нигоњ дошт. Бо маќсади дар ваќти зурурї ба 
љои таъиншуда расидан ронанда суръатро 1,2 маротиба зиёд 
намуд. Суръати аввалаи њаракати автобусро ёбед. 

569. Муодилаи 22
2
121

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + x

x
x  - ро њал кунед. 

570. Ифодаи )(sin)(cos 22 απαπ −+−  - ро содда кунед. 
571. Нишон дињед, ки система њал надорад: 

а) 
⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

;1022
;3
yx

yx
  б) 

⎩
⎨
⎧

=+−
=−

.2169
,723

yx
yx

 

Маълумоти таърихї 
Дохилкунии методи координатањоро Декарт ихтироъ карда буд. 

Минбаъд тараќќї додани назарияи њисоби дифференсиалї аз тарафи 
риёзидон ва файласуфи немис Г. Лейбнитс (1646-1716) ва риёзидону 
физики англис И. Нютон (1643-1727) дар таърихи илми риёзиёт 
сањифаи нав кушод. 

Ин табаддулот, ки ба дигаргунињои ќатъї оварда расонид, аз 
тарафи К. Маркс ва Ф. Энгелс ин хел бањо гирифт: «Пункти 
дигаргунињои ќатъї дар риёзиёт бузургии таѓйирёбандаи декартї буд. 
Бо шарофати он ба риёзиёт њаракат ва диалектика дохил шуданд». 
Давраи аввали тараќќиёти шохањои риёзиётро бошад, ки ба мафњумњои 
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беохир хурдњо, лимит, њосила,... алоќаманд буданд, Маркс «муаммо» 
номида буд. 

Акнун назаре ба он солњо карда кўшиш менамоем, ки ба хонанда 
сабаби чунин бањои баланд гирифтани риёзиёти он давраро каме 
бошад њам, кушоем. 

Масъалањои ёфтани экстремуми функсия, гузаронидани расанда 
ба хати каљ ва ѓайрањоро пештар аз рўи ягон усули чун њозира (яъне 
усули њисоби дифференсиалї) системанок ва ягона њал намекарданд. 

Масалан, барои њалли масъалаи гузаронидани расанда ба хати 
каљ методњои махсусро истифода мебурданд, ки ба хосиятњои хатњои 
каљи маълум (ба монанди эллипс, парабола,…) такя мекард. 

Дар асри XVII диќќати риёзидононро масъалањои ёфтани 
ќиматњои калонтарин ва хурдтарин љалб карда буд. Як ќатор чунин 
масъалањо дар асари илмии олими итолиявї В. Вавиани «Дар бораи 
ќиматњои максималї ва минималї», ки соли 1659 аз чоп баромада буд, 
тадќиќи худро ёфтаанд. Бояд ќайд кард, ки дар асар масъалањо бо роњи 
ќадимаи геометрї њал шуда буданд. 

Тараќќиёти алгебра ва методи координатањо ба риёзидонон 
имконият дод, ки њалли масъалањои ба экстремум вобастаро асоснок ва 
амалї намоянд. 

Њанўз дар асри XIV риёзидони франсавї Н. Орезм ќайд карда 
буд, ки дар наздикии ќимати максималї ё минималї ќиматњои дигари 
функсия хеле суст таѓйир меёбанд. 

Риёзидон ва ситорашиноси немис И. Кеплер (1871-1630) бошад, 
дар маќолааш «Стреометрияи бочкањои вино» ѓояњои худро ба њалли 
масъалаи ёфтани силиндри њаљмаш калонтарини дарункашидашуда 
дар кура вобаста карда аст. 

Методњои гузаронидани расандањо ба хатњои каљро, дар асоси 
фањмишњои кинематикї, шогирди Галилей Э. Торричели (1608-1647) ва 
риёзидони франсавї Ж. П. Робервал (1602-1672) тараќќи доданд. 
Торричелли аввалин шахсе буд, ки дар масъалаи гузаронидани 
расандањо љамъи суръатњоро тадбиќ кард. Вале дар ин љо њам 
зарурияти дар њар як њолати алоњида хоситяњои хати каљро ба 
њисобгирї ба миён меомад. Њамаи ин њолатњо эњтиёљотро ба методи 
умумии њалли чунин масъалањо хеле зиёд менамуд. Нињоят ин метод 
њам кор карда баромада шуд. Он методи алгебравї буд. Методи 
алгебравї характери кифоягї ва умумияти ба худ хосе дошта, бо ёриаш 
њамаи масъалањои ба гузаронидани расанда вобаста бо роњи ягона њал 
карда мешуд. Дар ин бора тадќиќотњои Р. Декарт (дар китобаш 
«Геометрия») ва риёзидони голландї И. Гудде (1628-1704) љолиби 
диќќат аст. Гудде корњои Декартро оиди методњои алебравии њалли 
масъалаи гузаронидани расанда ба хати каљ давом додааст. 

П. Ферма новобаста аз Декарт ба идеяњои ў хеле наздик омада 
буд. Соли 1638 Ферма роњи ёфтани минимум ва максимумро пешнињод 
мекунад, ки ба тартибдињии муодилаи 
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асос ёфта буд. Ферма баъди таќсимкунї ба h фарз мекунад, ки 0=h  
аст. Њамин тариќ, ў безургиеро ба нул баробар мекунад, ки мо онро 
њоло њосилаи функсияи )(xf  меномем. Нињоят ќайд мекунем, ки 
методи Ферма фаќат барои функсияи ратсионалї тадбиќшаванда асту 
халос. Ў инчунин усули ёфтани нуќтањои хамии графики функсияро 
нишон додааст. Ѓояњои Фермаро як ќатор риёзидонони охири асри 
XVII, аз он љумла, риёзидон ва механики голландї Х. Гюйгенс (1629-
1695) инкишоф додаанд. 

То нимаи дуюми асри XVIII доираи масъалањое, ки бо методи 
њисоби дифференсиалї* њал мешуданд, аниќ шуда буд. Илова бар он, 
алоќаи байни суръати лањзагї ва расандањо ошкор шуда буд. 
Методњои алоњидаи њалли масъалањо кор карда баромада шуда 
бошанд њам, вале алгоритми умумї, аниќтараш худи њисоби 
дифференсиалї сохта нашуда буд. 

Назарияи умумии њосилањо ва методњои њисоб карда ёфтани 
онњоро новобаста аз якдигар И. Нютон ва Г. Лейбнитс† дар охирњои 
асри XVII кор карда баромаданд. 

Нютон дар асоси баъзе фањмишњои механикаи худ (аз он љумла 
суръати лањзагї) њосиларо маънидод кардааст. Ў њосиларо флюксия (аз 
калимаи лотинии fluere – љорї) ва худи функсияро флюента меномид. 
Њатто дар баъзе корњояш ба мафњуми лимити функсия хеле наздик 
шуда, истилоњи «лимит» - ро дохил мекунад. 

                                                
*  Фасли риёзиёт, ки дар он њосилањо ва тадбиќоти онњо дар тадќиќи 
функсия омўхта мешаванд, њисоби дифференсиалї ном дорад. 

† Лейбнитс Готфрид Вилгелм (1646-1716) – олими бузурги немис буда, 
дар фалсафа, риёзиёт, њуќуќ ва забон корњои илмии зиёде дорад. Соли 1666 
ў унвони доктори илмњои њуќуќро мегирад ва чанд муддат ба корњои 
дипломатї машѓул мешавад. Корњои аввали ба риёзиёт бахшидаи ў солњои 
1668-1671 чоп шудаанд. 
Чї хеле ќайд карда шуд, ў яке аз бунёдкунандагони (новобаста аз Нютон) 

назарияи њисоби дифференсиалї мебошад. Лейбнитс ба бањс бо Нютон 
оиди «кї пештар назарияи номбурдаро кашф кардааст» кашида мешавад. 
Гуфтугузор ва каљфањмињои зиёд саломатиашро заиф мегардонад ва ў соли 
1716 вафот мекунад. Аз паси тобути Лейбнитс фаќат як нафар меравад. На 
академияи улуми ш. Берлин ва на љамъияти лондонии таъсисдодаи шоњ аз 
фавти ў ягон хабаре намедињанд. Њаќиќати бањс дар он аст, ки назарияи 
њисоби дифференсиалиро аввалин маротиба Нютон кашф кардааст. Вале 
новобаста аз ў Лейбнитс низ дар кори бунёди анализи математикї 
њиссагузорї карда натиљањои илмиашро нисбат ба Нютон пештар дастраси 
умум гардонида буд. 
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Ишоратњои дохил кардаи Нютон, ки бисёр риёзидонони англис 
ба монанди Дж. Грегори, Б. Тейлор, К. Маклорен ва дигарон истифода 
мебурданд, хеле ќулай буданд. Вале системаи пурратари ишорањоро, ки 
то њоло истифода мебаранд, Лейбнитс пешнињод карда буд. Дар асоси 
системааш Лейбнитс мафњуми дифференсиалро гузошта (пайдоиши 
назарияи њисоби дифференсиалї ба ин ном вобаста аст), чун «афзоиши 
беохир хурд» (аниќтараш чун ќисми афзоиши функсия), њосиларо 
бошад чун нисбати дифференсиалњо маънидод мекунад (бо рамзи df  - 

дифференсиали функсияи f  ва бо рамзи 
dx
df

 - њосиларо ишорат 

мекунад). Масъалаи асосиро дар маънои анализи беохир хурдњо 
мефањмид. Номи њозираи предмети «Анализи математикї» аз номи 
пештараи «Анализи математикии беохир хурдњо» бармеояд. 

Ба мактаби илмии Лейбнтс баргашта, ќайд менамоем, ки онњо 
хатњои каљро чун бисёркунљањо бо тарафњои шумораашон беохир зиёд 
дида мебаромаданд. Шогирдони Лейбнитс бародарон Якоб ва Иоган 
Бернулли ѓояњои устодашонро ривољ додаанд. 

Дар тараќќиёти назарияи њисоби дифференсиалї ва тадбиќоти он 
китоби Л. Эйлер (1707-1783) «Њисоби дифференсиалї» роли бузургро 
бозид. Дар ин китоб, ки соли 1755 дастрас шуд, аввалин маротиба 
мафњуми њосила дар шакли аналитикї бе такя ба мафњумњои физикї ва 
геометрї маънидод карда мешавад. 

Гарчанде мафњуми дифференсиал ба маънои Лейбнитс пурра 
набошад њам, вале њосиларо чун нисбати дифференсиалњо фањмиданаш 
чї дар њалли масъалањои анализ ва чї дар тадбиќотњояш ќуллаи 
фароњам овард. 

Дар бунёд ва асосноккунии анализи математикї (бо назардошти 
имрўза) хизмати бузурги О. Коши (1788-1857) намоён аст. Вай 
таърифњои даќиќтари лимити функсия ва пайдарпаиро додааст. Ин 
бошад, ба ў имконият дод, ки як ќатор теоремањои асосии анализро 
исбот кунад. 

Бо мурури инкишофи назарияи функсияњои канишдор мафњуми 
њосила барои чунин функсияњо умумї гардонида шуд. Дар ин љода 
хизмати риёзидони Иттињоди Шўравї А. Н. Колмогоров (1903-1987) 
назаррас аст. 

Риёзидони дигари Шуравї Хинчин А. Я. (1894-1959) њанўз 
солњои студентиаш дар Донишгоњи Давлатии Маскав дар яке аз 
маърўзањояш дар мањфили илмї (с. 1914) мафњуми њосиларо умумї 
гардонидааст, ки ба илм бо номи «њосилаи асимптотикї» дохил 
гардид. 
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Машќњои иловагї ба боби V 
Ба параграфи 14 

Нобаробарињоро бо методи фосилањо њал кунед (572-575): 
572. а) ;0)6)(4)(2( ≤−−− xxx  д) );1)(12( +− xx  

б) ;0)310(3 >−xx   е) ;0)25)(110( <−− xx  

в) ;0)5)(15,0( <−− xx   ж) ;0)6,0( <⋅+ xx  

г) ;0)52)(35( >−+ xx   з) .0)32)(34( ≥−− xx  

573. а) ;0
25

)1)(3(
2 >

−
−+

x
xx

 в) ;0
)5)(1(
)10)(4(

≥
++
−+

xx
xx

 

б) ;0
)13)(3(

12

<
−−

−
xx

x
 г) ;0

)2)(1(
11

≤
+−

+
xx

x
 д) .0

2
11 2 ≥

+
−

x
x

 

574. а) ;064162 >+− xx  в) ;022313 2 ≤−− xx  

б) ;042025 2 >+− xx  г) ;06352 2 ≤−+ xx  д) 

.0853 2 ≥−+ xx  

575. а) ( )( ) ;0818 23 ≥⋅−− xxx  б) ;0
)1)(3(
)6()1(
2

43

≤
++
−−

xx
xx

 

в) ;0
)3(

)5()1(
3

2

>
−

−−
x

xx
  г) .0

)4(
67

2

2

<
−

+−
x

xx
 

576. Соњаи муайянии функсияњоро ёбед: 

а) ;
1
1

+
−

=
x
xy    б) ;232 +−= xxy  

в) ;
5
)3( 2

−
−

=
x
xy   г) .224 2xx

y −−=  

577. Дар кадом ќиматњои а нобаробарї маъно дорад: 

а) ;0
25
)3(

2

2

≥
−
−

a
a

   б) ;0
)2(

)1( 2

≤
−

−
aa

a
 

в) ;0
)1(

)3()2(
2

23

<
+

+−
aa

aa
  г) 

( ) ?0
)5(2
)4(4

2

32

<
+
−+

aa
aa

 

Ба параграфи 15. 
578. Коэффитсиенти кунљии расандаро ба графики функсияи 

)(xfy =  дар нуќтаи абсиссааш 0x  ёбед: 
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а) ;
4

,sin)( 0
π

== xxxf       б) .2,1793)( 0
2 =+−= xxxxf  

579. Љисм аз рўи хати рости 0х мувофиќи ќонуни 

ttttx 32
3
2)( 23 +−=  њаракат мекунад. Суръат ва шитоби 

њаракатро њангоми 2=t  сон. будан муайян кунед. 
580. Баландшавии об дар зарфи силиндршакли диаметраш ба 6 см 

баробар дар 1 сон. 1 см аст. Суръати бо об пуршавии зарф 
ёфта шавад. 

581. Љисми массааш 4 кг аз рўи ќонуни 12 ++= ttS  ростхатта 
њаракат мекунад (масофа бо метр чен карда шавад). 
Энергияи кинетикии љисмро дар лањзаи ваќти 5=t  сон. 
ёбед. 

582. Љисм аз рўи ќонуни ttx ωcos)( =   ),( const=ω  њаракат 

мекунад. Суръат ва шитоби онро дар лањзаи 
ω
π
40 =t  ёбед. 

583. Фосилаи афзуншавї ва камшавии функсияњоро ёбед: 

а) ;
4

2)( 2 −
=

x
xxf    б) ;27

4
1)( 34 xxxf −=    в) ;4)(

x
xxf +=  

г) 23 64)( xxxf −=    д) ;5)( 2xxf −=    е) );1(2)( 4 += xxxf  

ж) ;3cos23)( xxxf +=   з) ;2)( 2

x
xxf +=   и) ;2sin)( xxxf −=  

к) .3cos23)( xxxf +=  
584. Исбот кунед, ки дар нуќтањои соњаи муайяниашон функсияњои  

а) ;137)(
x

xf −=  б) 1002)( 5 −+= xxxf  

афзуншаванда ва функсияњои  

в) ;5)( 3 xxxf −=  г) 

xxxf 2sin5)( −−=  
камшавандаанд. 

585. Нуќтањои критикии функсияро 
њангоми 

а) ;33 xxy −=  б) 

2)( 2 −−= xxxf  

будан ёбед. 

Расми 95 
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586. Муодилаи 0)(' =xf  - ро њал карда, нуќтањои статсионарии 
функсияро ёбед: 

а) ;98
2

)( ++=
x

xxf  б) .1336152 23 −+−= xxxy  

587. Нуќтањои экстремум ва экстремали функсияњоро ёбед: 

а) ;2125
3
1)( 3 +−= xxxf    б) ;4)( 4 xxxf −=     

в) ;54)( 2

x
xxf +=  г) ;4)( 2xxxf −=     

д) ;2)( xxxf −=    е) .
3

3)( x
x

xf +=  

588. Нишон дињед, ки функсияи зерин доир ба экстремум шубњанок 
нест; 

а) ;115 +−= xy  б) ;
3

1−
=

xy  в) ;1984 3 −+= xxy  

589. Функсияи  

а) ;1932 23 +−= xxy  б) 1327 2 +−= xxy  
- ро бо ёрии њосилаи тартиби ду доир ба экстремум тадќиќ 
намоед. 

590. Функсияро тадќиќ намуда, графикашро созед: 

а) ;sin21)( xxf +=   б) ;39)( 32 xxxxf −+=  

в) ;1147)( 2 −+= xxxf  г) ;352)( 2xxxf −−=  

д) ;
1

)(
x

xxf
−

=    е) .1)( xxxf −+=  

591. Ќимати калонтарин ва хурдтарини функсияњоро дар порчаи 
нишондодашуда ёбед: 

а) ];3;1[,248 23 xxy −=  б) ];3;2[,3 3 −−= xxy  

в) ];1;2[,64 23 −+= xxy  г) .
2

3;
2

,cos2
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

ππxy  

592. Андозаи њавзи кушодро, ки тагаш квадратшаклу њаљмаш 32 м3 
аст, чунон муайян кунед, ки барои руйкаш кардани деворњою 
таги он миќдори камтарин масолењ сарф шавад. 

593. Дарозии умумии девори дар наќшаи бино тасвирёфта (расми 
95) 90 м шуданаш лозим аст. бари роњравро (бо х ишорат 
шудааст) чї хел гирем, ки се хонаи дигари бино масоњати 
калонтарин дошта бошад? 
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Љавобњо 
485. а) );;4()3;( +∞∪−∞∈x  б) );;5[]2;1[ +∞∪−∈x  в) 

);6;1(
2
1; ∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  г) );;7[

2
1;2 +∞∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈x  );3;2()1;3( ∪−∈x  е) 

);;3(]2;1(]2;3( +∞∪−∪−−∈x  ж) );6;5()4;3( ∪∈x  з) 

).;5[)2;2()5;( +∞∪−∪−−∞∈x  486. а) );;1[
7
4; +∞∪⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  б) 

;
2
3;1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈x  в) );;2(

3
5; +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  г) ];9;1[∈x  д) 

[ ] [ ];3;11;3 ∪−−∈x  е) ( ] [ ).;2]1;1[2; +∞∪−∪−∞−∈x  487. а) 

);;2[]1;2[]3;( +∞∪−∪−−∞∈x  г) );;3[]1;1[]2;( +∞∪−∪−−∞∈x  д) 

;5;
2
7

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈x  е) ).;2()1;2( +∞∪−∈x  488. а) );;1()1;5( +∞∪−−∈x  б) 

].4;1[∈x  489. а) );3;(−∞∈x  б) ).;4()3;( +∞∪−−∞∈x  490. а), в), г), 

е), ж)-ња; б), д), з), и)-не. 491. .sin2 α  492. а) ;
4

sin2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πα  б) 

.
62

cos
62

sin4 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

παπα
 493. 0 ва 4. 494. .12−=S  495. 60 

км/соат ва 80 км/соат. 496. а) ;4117 2 −x  б) .cos7sin3 xx −−  497. 

;t)t( 314 −=ω  67)( =tω м/сон. 498. ,t)t( 34 +=ν  

75)3( =ϑ м/сон; ,24)( 3 ttta −=  102)3( =a м/сон2. 499. 

3)0( =ϑ м/сон; 6243 ,)( =ν м/сон; ;0)0( =a  8,10)3( =a м/сон2; 

54,3=мϑ м/сон; 54,0=ма м/сон2. 501. а) ,
3
1

1 =t  ;12 =t  б) .1;
3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈t  

502. .1260
2сон

мкг ⋅
=F  503. 1,5рад/сон. 504. 202,5љ. 505. а) 

;,2 Zkk ∈+− ππ  б) .,2
2

Zпп ∈+− ππ
 506. а) ;sin

8
sin απ

 б) 
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.2sin
2
2 α  507. а) ;31 ≤≤− x  б) њал надорад. 508. .1=x  509. 

.168040 =S  510. а) ;
6
5

=x  б) .
3
1

±=x   

511. 

    
Расми 96 а)    Расми 96 б) 

 
512. а), г) дар тамоми );( +∞−∞R  афзуншаванда аст (расмњои 97, 
100); б), в) дар тамоми R камшаванда аст (расмњои 98,99);  

 
Расми 97        Расми 98                    Расми 99          Расми 100 

д) парабола дар ↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−

4
5;  ва дар ↑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞;

4
5

 (расми 101); 

е)парабола дар ( )↓∞− 2;  ва дар ( )↑+∞;2  (расми 102); ж)парабола 

дар ↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−

2
1;  ва дар ↑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞− ;

2
1  (расми 103); з)парабола дар 

↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−

2
1;  ва дар ↑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞;

2
1

 (расми 104); 
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Расми 101  Расми 102   Расми 103          Расми 104 

и) дар ( ) ↑+∞∪∞− );2(0;  ва дар ( )↓2;0  (расми 105); к)парабола 

дар ( ) ↑+∞∪−∞− );2(2;  ва дар ( )↓− 2;2  (расми 106); л) ва м) дар 

тамоми );( +∞−∞  афзуншаванда аст (расмњои 107, 108); 

 
Расми 105    Расми 106      Расми 107          Расми 108 

н) гипербола дар ( ) ↓+∞∪∞− );0(0;  (расми 109); о) 

гипербола дар ( ) ↓+∞∪∞− );1(1;  (расми 110); п) гипербола 

( )↑∞− 0;  ва дар ( )↓+∞;0  (расми 111); р) гипербола дар тамоми R 
ба ѓайр аз 0 камшаванда аст (расми 112). 

 
Расми 109   Расми 110      Расми 111          Расми 112 

 
515. Нишондод. Дар ќиматњои 1>a  функсия дар тамоми R 

афзуншаванда мешавад, чунки 1cos ≤x  буда фарќи 1−a  фаќат 

њангоми 1>a  будан мусбат мемонад. 516. .
2
3

−<a  517. Нишондод. 
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а) Мувофиќи хосияти модул функсияро дар намуди зерин навиштан 
мумкин аст: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤≤−
−<−

=−++=
.3,12
;32,5

;2,31
32

xx
x

хx
xxy

агар,

агар,

агар

 

   
Расми 113    Расми 114 

График дар расми 113 акс ёфтааст; б) Барои њамаи 1>x  функсия 

дар намуди 
1

13
−

+−=
x

y  - ро мегирад. Хати каљ гипербола буда 

дар расми 114 акс ёфтааст. 518. а) 6; б) 0,3625. 519. а) 

;3522 2345 −−++−− xxxxx  б) .65 2 aba −−  520. а) ;
4

56
2 −
−

x
x

 б) 

.
)(

23
22

2

xyx
xy

−
−

 521. Азбаски координата ќуллаи (4;  -5) аст, пас он дар 

чоряки чорум љойгир аст. 522. .
2
1

1 == qb  523. 20 м ва 25 м. 524. а) 

;52 2x
x +  б) .sincos3 2 xxxx +−  525. ,51 −=x  ,5,12 −=x  ,13 =x  

64 =x  - абсиссањои нуќтањои max;  ,5,35 −=x  ,5,06 −=x  47 =x  - 

абсиссањои .min  526. ,41 −=x  ,32 −=x  ,5,23 −=x  

,8,14 −=x  ,4,05 −=x  ,26 =x  .5,27 =x  527. а) ;3±=x  б) ;13=x  в) 

,
4

ππ k+−  .Zk ∈  528. а) 0; б) 2; ;
4
5

 в) 2; г) ;
3

2
±  д) 1; е) нуќтаи 
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критикї надорад. 529. а) ;
4
43

6
1

min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yy  б) 

;
12
253

6
5

min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= yy  в) ;16)4(max == yy  г) ,2)5(min == yy  

;2)5(max −=−= yy  д) ,6)6(min == yy  ;6)6(max −=−= yy  е) 

;10)3(max =−= yy  ж) ;
2
1)1(min −== yy  з) дар тамоми R 

афзуншаванда аст; нуќтаи ба экстремум шубњанок надорад; и) 

.1)0(min == yy  530. а) дар ↓−∞ )2;(  ва дар ;);2( ↑+∞  

;8)2(min −== yy  б) дар фосилањои )3;( −−∞  ва ;);3( ↑+∞  дар 

;)3;3( ↓−  ;55)3(max =−= yy  ;53)3(min −== yy  в) функсия дар 

нуќтањои соњаи муайяниашон афзуншаванда буда, дорои нуќтањои 
ба экстремум шубњанок нест; г) функсия дар нуќтањои соњаи 
муайяниашон камшаванда буда, дорои нуќтањои ба экстремум 

шубњанок нест; д) функсия дар тамоми ↑+∞−∞ );(  буда, экстремум 

надорад. 531. а) 1−=x  - абсиссаи нуќтаи максимум; ;25,0)1( =−y  

,0=x  4=x  - абсиссаи нуќтањои минимум: ;0)0(min −= yy  

;
3
210)4(min == yy  б) Zkkx ∈+= ,2

3
ππ

 - абсиссаи нуќтаи 

максимум ,
4

332
3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ππ ky  Zkkx ∈+−= ,2

3
ππ

 - абсиссаи 

нуќтањои минимум: .
4

332
3

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ππ ky  532. а), в), г)-не, чунки 

онњо дар нуќтањои соњаи муайяниашон фаќат афзуншавандаанд; б) 
азбаски 011' <−=y  аст (функсия дар тамоми R камшаванда), пас 

дорои экстремум нест. 533. ,0)1(min == yy  ;
3125
108

5
3

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yy  б) 

;
253125
252869

15
4

min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yy  в) фаќат дар ↓)( fD  дорои экстремум 

нест; г) .0)0(min == yy  534. 16м/сон; 10м. 535. а) .
7
645  536. а) 
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;
3
5

+
+

a
a

 б) ;
2
12

−
−

b
b

 в) .
5
12

+
+

c
c

 538. ,21 −=x  ,62 =x  .2134,3 ±=x  

539. 7; 8; 9; 10. 540. а) ;2sin12 x  б) .3cos27 x−  542. .
8
1

−=x  543. а) 

];5;4[)( −=fD   
 
б) ,111 −=x  ,72 −=x  ,43 −=x  ,04 =x  ,25 =x  ;86 =x  в) фосилањои 

афзуншавї: (–12;–9), (–5;–2), (1;5); фосилањои камшавї: (–9;–5), (–
1;1), (5;9); г) ,2)9(max =−= fy  ,4)5(min −=−= fy  

,4)2(max =−= fy  ,1)1(min −== fy  

.5)5(max == fy  544. График дар 

расми 115 акс ёфтааст.  
 

545. а) дар ,
3
1; ↓⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  дар 

,;
3
1

↑⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞  

3
1

=x  - нуќтаи 

минимум; б) дар ,)3,0;( ↓−∞  дар 

;);3,0( ↑+∞  3,0=x  - нуќтаи минимум; в) дар ,)1;( ↓−∞  дар 

;);1( ↑+∞  1=x  - нуќтаи минимум; г) дар ,
3
2; ↑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  дар 

,;
3
2

↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞  

3
2

=x  - нуќтаи максимум; д) дар ( ) ,2; ↑∞−  дар 

( ) ,;2 ↓+∞  2=x  - нуќтаи максимум; е) дар ,
2
5; ↓⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  дар 

,;
2
5

↑⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞  

2
5

=x  - нуќтаи минимум; ж) дар ( ) ,2; ↑−∞−  дар 

( ) ,;2 ↓+∞−  2−=x  - нуќтаи максимум; з) дар ,
6
7; ↓⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−  дар 

,;
6
7

↑⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞  

6
7

=x  - нуќтаи минимум; и) дар ,
2
1; ↑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−  дар 

Расми 115 



 280

,;
2
1

↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞−  

2
1

−=x  - нуќтаи максимум; к) дар ( ) ,2; ↑−∞−  дар 

( ) ,;2 ↓+∞−  2−=x  - нуќтаи максимум; л) ,)4;( ↓−−∞  дар 

;);4( ↑+∞−  4−=x  - нуќтаи минимум. 546. а) (1;0), ( )0;111±−  - 
нуќтаи бурриш бо тири 0х; (0;5) – нуќтаи нуќтаи бурриш бо тири 0у; 

функсия дар фосилањои ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∞− ;

6
7,

6
7;  афзуда, дар 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

6
7;

6
7

 кам мешавад; 
6
7

−=x  нуќтаи максимум ва 
6
7

=x  

нуќтаи минимум; графикаш дар расми 116 тасвир ёфтааст; б) (0;0), 

( )0;3±  - нуќтаи бурриш бо тири 0х; дар фосилањои ),1;( −−∞  ва 

,);1( ↑+∞  дар ;)1;1( ↓−  1−=x  нуќтаи максимум ва 1=x  нуќтаи 
минимум; графикаш дар расми 117 тасвир ёфтааст; в) (1;0), (-2;0) – 

нуќтањои бурриш бо тири 0х; дар фосилањои ),1;( −−∞  ва ↑+∞);1(  

ва дар ;)1;1( ↓−  1−=x  нуќтаи максимум ва 1=x  нуќтаи минимуми 
функсия аст; г) График аз ибтидои координата гузашта дар тамоми 
нуќтањои тири ададї афзуншаванда аст; д) График аз ибтидои 

Расми 116 Расми 117 Расми 118
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координата мегузарад; дар ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−

3
2;  ва ,);0( ↑+∞  дар ↓⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0;

3
2

 

мешавад; 
3
2

−=x  - нуќтаи максимум ва 0=x  нуќтаи минимум аст; 

е) ( ),0;2±  )0;1(±  - нуќтаи бурриш бо тири 0х ва (0;2) нуќтањои 

бурриш бо тири 0у; дар ( ),5,1;−∞−  ва ( ) ;5,1;0 ↓  дар фосилањои 

( ),0;5,1−  ва ( ) ;;5,1 ↑+∞  5,1±=x  нуќтаи минимум ва 0=x  

нуќтаи максимум аст.  
 
График дар расми 118 тасвир карда 
шудааст; ж) )0;1(±  - нуќтаи буриш бо тири 
0х; (0–2) – нуќтањои буриш бо тири 0у; дар 

фосилањои ,
5

1; ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∞−  ва ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
5

1;0  функсия 

кам ва дар фосилањои ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 0;

5
1

 ва 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∞;

5
1

 меафзояд; нуќтањои 
5

1
±=x  

нуќтањои минимум ва 0=x  нуќтаи максимум аст. График дар 
расми 119 тасвир карда шудааст; з) )0;1(±  - нуќтаи буриш бо тири 
0х; график аз ибтидои координата мегузарад; дар фосилањои 

,
2

1; ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∞−  ва ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

1;0  кам ва дар ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛− 0;
2

1
 ва ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +∞;
2

1
 

меафзояд; 
2

1
±=x  нуќтањои минимум ва 0=x  нуќтаи максимум 

мебошад; и) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
± 0;

3
5

 - нуќтаи бурриш бо тири 0х; график аз 

ибтидои координата мегузарад; ( )1;−∞−  ва ),;1( +∞  фосилањои 
афзуншавї, (-1;0) ва (0;1) – фосилањои камшавии функсия аст;  

1−=x  - нуќтаи максимум ва 1=x  нуќтаи минимум аст; График 

Расми 119 
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дар расми  120 тасвир шудааст;  к) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
± 0;

3
5  - нуќтаи бурриш бо 

тири 0х; график аз ибтидои координата мегузарад; ( )1;−∞−  ва 

;);1( ↑+∞  дар (-1;0) ва ;)1;0( ↓  1−=x  - нуќтаи максимум ва 1=x  
нуќтаи минимум аст; График аз ибтидои координата гузашта тири 

0х – ро дар нуќтаи (5;0) мебурад; дар )0;(−∞  ва ;);4( ↑+∞  дар 

;)4;0( ↓  0=x  нуќтаи максимум ва 4=x  нуќтаи минимум аст. м) 

График тири 0х – ро дар нуќтаи )0;2(±  мебуррад; дар тамоми 

нўќтањои соњаи муайянї афзуншаванда аст; 0=x  нуќтаи каниши 
функсиямебошад; н) График тири 0х, 0у ва хати рости 4=x  - ро 

мебурад; дар фосилањои ( )0;∞−  ва );8( +∞  кам шуда, дар (0;8) 

меафзояд; 8=х  -нуќтаи максимуми функсия мебошад; о) График 
дар нуќтаи (0;0) ибтидо ёфта дар нимњамвории 0≤x  љой мегирад. 

Бо тири 0х дар нуќтаи (-4;0) бурида мешавад; дар ,)1;( ↑−−∞  
 

 

         Расми 121                Расми 122 
 

;);0;1( ↓−  дар нуќтаи 1−=x  дорои максимум мешавад (расми 121); 
п) График аз ибтидои координата гузашта дар нимњамвории аз хати 

рости 1=x  чап љой гирифтааст; дар фосилаи ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−

3
2;  

афзуншаванда ва дар фосилаи ↓⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

3
2

 камшаванда аст. 
3
2

=x  - 

нуќтаи минимуми функсия аст. График дар расми 122 тасвир 
ёфтааст. 547. а) ),0;2( πп  ;...2;1;0 ±±=п  нуќтањои буриши график 

бо тири 0х; дар фосилањои ,44 ππππ nxп +<<+−  Zn∈  

функсия афзуда, дар ,434 ππππ nxп +<<+  Zn∈  кам мешавад; 

Расми 120 
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ππ пх 4+=  - нуќтањои максимум ва ππ пх 4+−=  нуќтањои 
минимум. График дар расми 123 акс ёфтааст. 

 
Расми 123 

548. а) ;
2

17
 б) 15; в) .

8
1

 549. 2,4 км/соат ё 3 км/соат. 550. ,51 =x  

;142 −=x  б) ,51 −=x  .
3
142 =x  553. .13 −= xy  554. а) 

,2)1(min −=−= yy  ,0)0(max == yy  ,3)2( =−= уукалонт  

;3)3( == уухурдт  б) ,2)2(max =−= yy  ,2)1(min −== yy  

,3)3( == уукалонт  .1)4( −=−= уухурдт  555. ;3125,1=хурдту  

;2=калонту  б) ;256−=хурдту  ;0=калонту  в) ,12=калонту  ;0=хурдту  

г) ,
2
1

−=хурдту  .0=калонту  556. а) ,8)2( == уухурдт  

.2)1( −=−= уукалонт  557. 8 ва 8. 558. 1. 559. .
2
3

 560. .
2
1

−  561. 

1сон; 1м/сон; 562. 40 м ва 40 м (яъне майдончаи назди њавлигї дар 
сурати шакли квадрат доштанаш ба масоњати калонтарин доро 

аст). 563. ;
4

18
+π

 Ниошондод: расмро кашида аз рўи он барои 

масоњат функсияи 2

8
49)( xxxS +

−=
π

 - ро тартиб дода аз рўи 

дастури пешнињодшуда доир ба ёфтани ќимати калонтарин тадќиќ 

кардан зарур аст. 564. R2  ва ;2R  .2 2RSкалонт =  565. а) ;
3
22−  

б) 1,5; в) ,01 =x  ;52 =x  г) .
3
1

 566. .
5
3

 567. ња. 568. 48 км/соат. 569. 

,2232,1 ±=x  .324,3 ±−=x  570. 1. 572. а) ];6;4[]2;( ∪−∞∈x  б) 
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);3,0;0(∈x  в) ];5;2[∈x  г) ;;
2
5

5
3; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  д) 

;;
2
1)1;( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞∪−−∞∈x  е) );4,0;1,0(∈x  ж) );0;6,0(−∈x  з) 

.
4
3;

3
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈x  573. а) );;5()1;3()5;( +∞∪−∪−−∞∈x  б) 

);13;3()1;1( ∪−∈x  в) );;10[]1;4[)5;( +∞∪−−∪−−∞∈x  г) 

);1;2(]11;( −∪−−∞∈x  д) ).;1(
2
1; +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  574. а) 

);;( +∞−∞∈x  б) );;( +∞−∞∈x  в) ;11;
3
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈x  г) ];5,4;7[−∈x  д) 

).;1(
3
8; +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  575. а) );;9()2;0()9;( +∞∪∪−−∞∈x  б) 

];1;1()1;3( −∪−−∈x  в) );;5()3;1( +∞∪∈x  г) ).6;4()4;1( ∪∈x  576. 

а) ];1;1(−∈x  б) );;2()1;( +∞∪−∞∈x  в) ;5,3 +∞<<= xx  г) 

).;1(
2
1; +∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈x  577. а) ,3=a  );;5()5;( +∞∪−−∞∈a  б) 

);2;0(∈a  в) );2;0(∈a  г) ).4;0()0;5( ∪−∈a  578. а) ;
2
2

 б) 3. 579. 

3)2( =ϑ м/сон, а(2)=4м/сон2. 580. π9 см/сон. 581. 242кг·м/сон. 582. 

2 ,
4 2
πν ω
ω

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .
2
2

4
2ω

ω
π

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛а  583. а) дар тамоми нуќтањои 

соњаи муайяни, яъне дар );2()2;2()2;( +∞∪−∪−−∞  афзуншаванда 

аст; б) дар )81;0()0;( ∪−∞  кам шуда дар );81( +∞  меафзояд; в) дар 

);2()2;( +∞∪−−∞  афзуда, дар )2;0()0;2( ∪  кам мешавад; г) дар 

фосилањои )0;(−∞  ва );1( +∞  афзуда дар фосилаи (0;1) кам 

мешавад; д) дар )0;(−∞  афзуда, дар );0( +∞  кам мекшавад; е) дар 

);( +∞−∞  меафзояд; ж) дар ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− пп

212
,

212
ππππ

 афзуншаванда 
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ва дар ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ пп

212
5,

212
ππππ

 камшаванда аст );( Zп∈  з) барои 

њамаи х- -њои 1>x  афзуншаванда ба барои 0<x  ва 10 << x  

камшаванда аст; и) дар Znnxп
∈+<<+− ,

3
2

18
7

3
2

18
7 ππππ

 

меафзояд. 585. а) ;12,1 ±=x  ,34,3 ±=x  ;05 =x  б) ,
2
1

2,1 ±=x  

.03 =x  586. а) ;42,1 ±=x  б) ,21 =x  .32 =x  587. а) 

,
3

313)5(max =−=y  ;
3

187)5(min −== yy  б) ;3)1(min −== yy  в) 

;27)3(min == yy  г) ;4)2(max ==y  д) ;
8
1

10
1

min −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yy  е) 

.2)3(max =−=y  589. а) ;18)1(min == yy  б) ;14)1(max =−=y  в) 

.
7
612

7
1

min =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= yy   590. 

                           
Расми 124                        Расми 125   
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Расми 126             Расми 127           Расми 128  Расми 129 
 
591. а) ,32)2( −== уухурдт  ;0)0( == уукалонт  б) 

,18)3( −== уухурдт ;2)2()1( =−== ууукалонт  в) ,8)2( −=−= уухурдт  

;10)1( == уукалонт  г) ,32)2( −== уухурдт  .0)32()0( === ууукалонт  

592. 4м х 4м х 2м. 593. Њангоми х=2м будан масоњати се хонаи 
дигари бино калонтар мешавад. 
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